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11..  IINNTTRROODDUUCCEERREE  
 

1.1. Unit`\i de m`sur`. 
 Este necesar ca pentru fiecare m`rime fizic` s` se defineasc` un procedeu de 
m`surare ]i o unitate de m`sur`. Dar, nu toate m`rimile fizice din natur` sunt 
independente ]i, între unele dintre acestea exist` rela\ii de dependen\`. Unit`\ile de 
m`sur` independente sunt unit`\ile fundamentale iar celelalte sunt unit`\ile 
derivate. 
 Din punctul de vedere al unit`\ilor primitive sau fundamentale alese, exist` 
dou` sisteme pe teritoriul \`rii noastre: 

1. Sisteme fizice, care au la baz` unit`\i pentru lungime (pentru m`surarea 
spa\iului), de timp ]i de mas`. Exist` dou` sisteme fizice, sistemul fizic 
CGS  având    ca    unit`\i    fundamentale   centimetrul, gramul ]i 
secunda, precum ]i sistemul interna\ional SI având ca unit`\i de baz` 

  Tabelul  1.1.
Unitatea SI Nr. 

crt. 
M`rimea 

Denumirea Simbolul 
Expresia [n 

unit`\i fundam. 
Ecua\ia 

dimensional` 

1 Lungimea metrul m - L 
2 Masa kilogramul kg - M 
3 Timpul secunda s - T 
4 Aria metrul p`trat m2 - L2 
5 Volumul metrul cub m3 - L3 
6 Viteza metrul pe secund` m/s - LT-1 
7 Accelera\ia metrul pe secund` 

la p`trat 
m/s2 - LT-2 

8 Densitatea kilogramul pe 
metru cub 

kg/m3 - ML-3 

9 Frecven\a hertz Hz s-1 T-1 
10 For\a newton N kgm/s2 LMT-2 
11 Presiunea pascal Pa N/m2 L-1MT-2 
12 Energia, lucrul 

mecanic  
joul J Nm L2MT-2 

13 Puterea watt W Nm/s L2MT-3 
14 Unghiul plan radian rad - - 
15 Viteza 

unghiular` 
radian pe secund` rad/s - T-1 

16 Accelera\ia 
unghiular` 

radian pe secund` 
la patrat 

rad/s2 - T-2 

17 Momentul unei 
for\e 

newton metru Nm - L2MT-2 
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metrul, kilogramul ]i secunda. Acest sistem a devenit obligatoriu în \ara 
noastr` începând cu cea de-a XI Conferin\` Interna\ional` de M`suri ]i 
Greut`\i (Paris 1960). {n tabelul 1.1. se prezint` aceste unit`\i derivate ]i 
cu denumiri speciale. {n acest sistem se pot folosi multipli ]i submultipli 
zecimali care se exprim` folosind prefixe ]i simboluri corespunz`toare. 

2. Sisteme tehnice, care au la baz` ca unit`\i fundamentale cele pentru 
lungime, timp ]i for\`. Un astfel de sistem a func\ionat ]i în \ara noastr` 
pân` în anul 1960 ]i care a avut la baz` metrul, kilogramul for\` ]i 
secunda, ]i este notat cu MKfS. Un sistem similar se folose]te ]i azi în 
\`rile anglo-saxone, având ca unit`\i fundamentale piciorul (0,3048 m), 
livra (4,45 N) ]i secunda. 

Defini\iile unit`\ilor fundamentale SI date de Conferin\a General` de M`suri 
]i Greut`\i (CGPM), sunt: 
 1. Metrul este lungimea egal` cu 1650763,73 lungimi de und` în vid a 
radia\iei corespunz`toare tranzi\iei între nivelele de energie 2p10 ]i 5d5 ale atomului 
de kripton 86 (a XI conf. 1960). 
 2. Kilogramul este unitatea de mas`, el este egal cu masa prototipului 
interna\ional al kilogramului, realizat din platin` iradiat` ce se p`streaz` la Biroul 
Interna\ional (CGPM 1889). 
 3. Secunda este durata a 9192631770 perioade ale radia\iei care corespunde 
tranzi\iei între cele dou` nivele de energie hiperfine ale st`rii fundamentale ale 
atomului de cesiu 133 (CGPM 1967). 
 
  Pentru multipli ]i submultipli se pot folosi urm`toarele câteva simboluri ]i 
prefixe: 

 MULTIPLII Submultiplii 

101 deca da 10-1  deci d 
102 hecto h 10-2  centi c 
103 kilo k 10-3  mili m 
106 mega M 10-6  micro  
109 Giga G 10-9  nano n 
1012Tera T 10-12 pico p 

 
 

1.2. Aspectul geometric al leg`turilor  
Dac` un punct material este ac\ionat de un sistem de for\e  iF   este limitat 

[n mobilitatea sa (i se mic]oreaz` num`rul gradelor de libertate) spunem c` acest 
punct material este supus la leg`turi. Aceste limite pot fi introduse prin obligarea 
punctului material de a r`m@ne [n contact cu o suprafa\`, cu o curb`, sau plasat 
[ntr-un punct geometric fix din spa\iu. Punctul material liber are 3 grade de 
libertate (sunt necesari 3 parametri scalari pentru a cunoa]te pozi\ia sa). {n 
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mecanic` sunt utilizate diverse sisteme de referin\`: carteziene, sferice, 
cilindrice, polare, intrinseci, etc. 

Rela\iile de leg`tur` [ntre coordonatele carteziene ]i coordonatele sferice 
(fig. 1.1.a): 
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 (1.1) 

Domeniile de valori ale coordonatelor sferice sunt: 
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Rela\iile de leg`tur` [ntre coordonatele carteziene ]i coordonatele 
cilindrice (fig. 1.1.b): 
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Fig. 1.1. 
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Domeniile de valori ale coordonatelor sferice sunt: 
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Dac` punctul material este obligat s` r`m@n` [n contact cu o suprafa\` fix` 
din spa\iu, punctul material are 2 grade de libertate. Dac` punctul material este 
obligat s` r`m@n` [n contact cu o curb` fix` din spa\iu, atunci el va avea un 
singur grad de libertate (fig. 1.2. - elicea cilindrica). 
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1.3. Aspectul mecanic al leg`turilor  
 
Dac` un punct material este supus la leg`turi, acestea ac\ioneaz` asupra sa 

cu ni]te for\e care se numesc for\e de leg`tur` sau reac\iuni. {n cazul punctului 
material legat exist` axioma leg`turilor: “Unui punct material supus la leg`turi 
i se pot suprima leg`turile cu condi\ia ca [n locul lor s` se introduc` reac\iuni 
sau for\e de leg`tur` care s` aib` acela]i efect mecanic cu cel pe care l-au avut 
leg`turile”. 
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22..  SSTTAATTIICCAA  SSOOLLIIDDUULLUUII  RRIIGGIIDD    
 

2.1. Solidul rigid liber 
 

2.1.1. Probleme ale staticii solidului rigid liber 

{n general solidul rigid [n realitatea obiectiv` se afl` supus la leg`turi, 
adic` [n interac\iune cu alte corpuri. Totu]i, pentru a utiliza rela\iile matematice, 
solidul rigid se idealizeaz` consider@nd existen\a solidului rigid [n stare liber`. 
Solidul rigid liber este un corp care poate ocupa orice pozi\ie [n spa\iu (nu i se 
impune nici o restric\ie geometric`), pozi\ia sa depinz@nd numai de for\ele care-l 
ac\ioneaz`. 

Condi\ia necesar` ]i suficient` ca un solid rigid liber s` r`m@n` [n 
echilibru, este ca torsorul sistemului de for\e aplicate acestuia, calculat [n 
raport cu un punct oarecare O din spa\iu, s` se anuleze: 

  








0M

0R
)F(

O
iO        (2.1) 

Rela\iile (2.1) permit rezolvarea urm`toarelor dou` categorii de probleme: 
a) Cunosc@nd for\ele care ac\ioneaz` asupra unui solid liber, ca 
func\ii de coordonatele punctelor lor de aplica\ie, s` se determine 
pozi\ia de echilibru a solidului. 
b) Cunosc@nd pozi\ia solidului rigid liber, s` se g`seasc` sistemul 
de for\e care aplicatt asupra sa s`-l men\in` [n aceast` pozi\ie. 

Prima categorie de probleme are solu\ie unic` iar a doua categorie nu 
admite [n general solu\ie unic`. {ntr-adev`r, dac` s-a g`sit o solu\ie, adic` un 
sistem de for\e [n echilibru, din acesta se pot deduce prin aplicarea regulii 
paralelogramului, o infinitate de sisteme cu efect nul, fiecare reprezent@nd o 
solu\ie a problemei. Uneori natura datelor problemei asigur` unicitatea solu\iei. 

 

2.1.2. Condi\iile de echilibru ale solidului rigid liber 
 

2.1.2.1. Sisteme de for\e oarecare [n spa\iu 
Proiect@nd ecua\iile vectoriale (2.1) pe axele sistemului de coordonate 

carteziene  Oxyz, ob\inem urm`toarele ]ase ecua\ii scalare de echilibru pentru 
cazul sistemului de for\e spa\iale oarecare ce ac\ioneaz` solidul rigid: 
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{n unele cazuri practice, sistemele de for\e aflate [n echilibru, constau 
numai din trei for\e. Cunoa]terea propriet`\ilor specifice acestor sisteme c@t ]i a 
altor sisteme particulare de for\e, u]ureaz` rezolvarea problemelor de statica 
solidului rigid prin reducerea num`rului de ecua\ii scalare, particulariz`ri ce vor 
rezulta din ecua\iile (2.2). 

 

2.1.2.2. Sisteme compuse din trei for\e 

Presupunem un sistem de trei for\e  )3,2,1i(Fi    ac\ion@nd asupra unui 
solid rigid (fig. 2.1) [n trei puncte necoliniare  1O ,  2O   ]i  3O . 
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Fig. 2.1. 

     Condi\ia necesar` ]i suficient` 
pentru ca acest sistem de for\e s` 
fie [n echilibru, este ca torsorul de 
reducere calculat [n raport cu un 
punct oarecare s` fie nul. {n cazul 
a trei for\e aceast` condi\ie poate 
fi substituit` astfel: sistemul de 
trei for\e aplicate [n trei puncte 
necoliniare, este [n echilibru, 
dac` cele trei for\e sunt 
coplanare ]i cu supor\ii 
concuren\i [n acela]i punct sau 
paraleli cu o direc\ie comun`. 
     Pentru a demonstra c` for\ele 
trebuie s` fie coplanare se 
procedeaz` astfel: 
     Torsorul [n punctul  O1  trebuie 
s` fie nul, adic`: 
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0M
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iO , (2.3) 

unde vectorul moment rezultant  
1OM   este: 

 0)F(M)F(M)F(MM 3O2O1OO 1111
 , 

[ns`  0)F(M 1O1
 ,  deoarece  1F   este aplicat` [n  O1. 

 Deci 

 123O2O 0)F(M)F(M
11

 , 

 0)F(M)F(M 3O122O12 11
 . (2.4) 

Dar momentul for\ei  2F   [n raport cu axa  O1O2  este nul deoarece este 

aplicat` pe aceast` ax`,  0)F(M 2O12 1
 . 

Din rela\ia (2.4) rezult` c`  0)F(M 3O12 1
 ,  respectiv momentul for\ei 

3F  [n raport cu axa  O1O2  este nul. Pentru a fi nul, aceast` for\` ( 3F ) trebuie s` 
fie situat` [n planul definit de cele trei puncte necoliniare  1O ,  2O   ]i  3O .  Prin 

ra\ionamente analoge se concluzioneaz` c` ]i for\ele  1F   ]i  2F   sunt situate [n 
acela]i plan definit de punctele  1O ,  2O   ]i  3O .   

 
Pentru a demonstra c` suporturile for\elor sunt concurente sau paralele se 

procedeaz` astfel: 
a)  Presupunem c` for\ele  1F   ]i  2F   sunt concurente [ntr-un punct O12 

(fig. 2.1) ]i scriind rela\ia momentului rezultant calculat [n raport cu acest punct, 
ca sum` de momente ale for\elor sistemului  1F ,  2F   ]i 3F ,  se ob\ine: 

 0)F(M 3O12
 , 

 dar 0F3   de unde rezult` c` suportul for\ei 3F  trebuie s` treac` prin O12. 
 Deci cele trei for\e au suporturile concurente [n O12. 
 

b) Presupunem c` for\ele  1F   ]i  2F   sunt paralele iar for\a  3F   nu-i 

paralel` cu acestea, fapt care ar conduce la concuren\a lui  3F   cu suportul lui  

1F .  Conform celor de la punctul  a) ar trebui ca ]i suportul lui  2F   s` fie 
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concurent [n acela]i punct cea ce contrazice ipoteza (paralelism [ntre  1F   ]i  2F ), 

deci ]i  3F   este paralel` cu direc\ia comun` a for\elor  1F   ]i  2F . 
 

2.1.2.3. Sisteme de for\e concurente 
 
Consider`m punctul de concuren\` al for\elor chiar punctul ce coincide cu 

originea sistemului de axe O. Deoarece momentele axiale ale tuturor for\elor 
sunt nule [n raport cu axele sistemului de referin\`,  din cele ]ase condi\ii (2.2), 
r`m@n ca ]i condi\ii scalare de echilibru numai urm`toarele trei rela\ii: 
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2.1.2.4. Sisteme de cupluri 
 
{ntruc@t pentru sistemele de cupluri ecua\iile de proiec\ii sunt identic 

satisf`cute, r`m@n distincte, ca ]i condi\ii scalare de echilibru, numai cele trei 
ecua\ii de momente, adic`: 
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2.1.2.5. Sisteme de for\e coplanare 
 
Deoarece alegerea sistemului de referin\` este arbitrar` se consider` 

planul de ac\iune al sistemului de for\e ce ac\ioneaz` asupra rigidului suprapus 
cu planul xOy al triedrului de referin\`. Aceast` alegere impune 0Fix   ]i 

0zi   ]i ecua\iile scalare de echilibru (2.2) se reduc la urm`toarele:  



 
 
 

SIMULAREA SISTEMELOR MECANICE 

 
 
 

19

  

 































0FyFx

0F

0F

n

1i
ixiiyi

n

1i
iy

n

1i
ix

      (2.7) 

Se poate afirma a]adar c` pentru un sistem de for\e coplanare exist` 
numai trei ecua\ii scalare de echilibru: dou` ecua\ii de proiec\ii ]i o ecua\ie de 
momente. 

 

2.1.2.6. Sisteme de for\e paralele 
Aleg@nd judicios sistemul de referin\`, adic` axa Oz dup` direc\ia comun` 

a for\elor (aceast` alegere nu diminueaz` din generalitatea problemei), caz [n 
care 0Fix   ]i 0Fiy  , ecua\iile scalare de echilibru de forma (2.2) se reduc la 

urm`toarele trei: 
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       (2.8) 

Deci pentru un sistem de for\e paralele exist` trei ecua\ii scalare de 
echilibru, o ecua\ie de proiec\ii ]i dou` ecua\ii de momente.  
 

2.2. Echilibrul solidului rigid supus la leg`turi 
ideale 

 

Leg`turile pot fi suprimate introduc@nd [n locul acestora reac\iunile, 
for\ele de leg`tur` care, din punct de vedere mecanic sunt echivalente cu 
leg`turile. Se elibereaz` solidul de leg`turi, transform@ndu-l [ntr-unul liber, doar 
ac\ionat de for\ele efectiv aplicate ]i cele de leg`tur`. {n acest caz, condi\ia 
necesar` ]i suficient` ca solidul rigid sa fie [n echilibru este ca torsorul tuturor 
for\elor efective ]i de leg`tur` calculat [ntr-un punct oarecare s` fie nul. 

Leg`turile ideale ale solidului rigid: 
 reazemul simplu (fig. 2.2): un corp care este obligat s` r`m@n` [n 

permanen\` [n contact cu un alt corp printr-un punct A, atunci el este rezemat 
simplu. Aceast` leg`tur` mic]oreaz` num`rul gradelor de libertate cu o 
unitate iar din punct de vedere mecanic introduce o singur` necunoscut` 
scalar` (m`rimea interac\iunii). 
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 articula\ii: 
 articula\ia sferic` (fig. 2.4): se [nt@lne]te la corpurile ac\ionate de 

for\ele spa\iale ]i este realizat` prin imobilizarea unui punct al solidului rigid 
[ntr-un punct geometric din spa\iu. Geometric acest lucru mic]oreaz` num`rul 
gradelor de libertate cu trei, iar mecanic introduce trei necunoscute. 

 articula\ia cilindric` (fig. 2.3): reduce din punct de vedere 
geometric num`rul gradelor de libertate cu dou` unit`\i, iar din punct de vedere 
mecanic introduce dou` necunoscute. Dac` corpul este prin obligarea unui punct 
al s`u sa se suprapun` cu un punct fix din spa\iu se realizeaz` articula\ia 
cilindric`. 

 [ncastrarea (fig. 2.5): leg`tura solidului rigid care [l imobilizeaz` [n 
totalitate. Deci, geometric aceasta reduce num`rul gradelor de libertate la 0, iar 
mecanic introduce 6 necunoscute             

OzOyOxzyx M,M,M;R,R,R . 

Cap`tul [ncastrat [n perete este ac\ionat de o infinitate de for\e p  ale caror legi 
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de distributie sunt necunoscute.  Av@nd [n vedere c` sistemul ecuatiilor de  
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Fig. 2.5. 

echilibru are 6 ecua\ii, nu putem rezolva problema reac\iunii din [ncastrare, 
determin@nd fiecare din cele o infinitate de for\e p .  Putem însă calcula torsorul 
sistemului de for\e de legatura p , [n centrul de greutate O al sec\iunii de [ncas-

trare, care va fi constituit din vectorul rezultant  R  ]i vectorul moment rezul-
tant  M .  
 

22..aa..    SSTTAATTIICCAA  SSIISSTTEEMMEELLOORR  DDEE  CCOORRPPUURRII  
Sistemul de corpuri este construit dintr-o mul\ime de corpuri aflate [n 

interac\iune mecanic` permanent`. Problemele de sisteme de corpuri se pot 
rezolva prin metode bazate pe dou` teoreme: 

Teorema solidific`rii:  
Dac` un sistem deformabil de corpuri rigide este [n echilibru sub 

ac\iunea unui sistem de for\e efectiv aplicate, el va r`m@ne [n echilibru ]i dac` 
se solidific`  corpurile [ntre ele, p`str@nd leg`turile exterioare. 

Teorema echilibrului p`r\ilor: 
 Dac` un sistem de corpuri este [n echilibru, ac\ionat fiind de un sistem de 

for\e efectiv aplicate, orice subsistem din componen\a sa este [n echilibru sub 
ac\iunea for\elor aferente corespunz`toare, care pot fi [n cazul cel mai general, 
for\e efectiv aplicate, for\e de leg`tur` interioare sau for\e de leg`tur` 
exterioare. 
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APLICA|II LA CAPITOLELE   2  ]i 2.a 
 

 
Apl. 2.1 
     S` se 
determine 
reac\iunile 
din capetele 
A ]i B ale 
barei cotite 
ACDB, 
supus` 
ac\iunii 
sistemului de 
for\e din 
figura Apl-
2.1. 
 
 
 

    
 

Rezolva
re: 

 Dup` 
eliberarea de 
leg`turi 
(reazem simplu 
[n A  ]i  
articula\ie 
cilindric` [n B) 
se ob\ine un 
solid rigid liber 
dar ac\ionat de 
for\ele efectiv 
aplicate ]i de 
cele de 
leg`tur` (fig. 
Apl-2.1.a). 
     Ecua\iile de 
echilibru, [n 

sistemul de referin\` cartezian cu originea [n B,  sunt: 

Fig. Apl-2.1.a 
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Apl. 2.2 

  
Bara omogen` AB av@nd masa  kg100m   este men\inut` [n pozi\ia 

orizontal`, indicat` [n fig. Apl-2.2, prin articula\ia cilindric` din A ]i cablul 
BCD trecut peste un scripete [n C. Dac` tensiunea maxim` suportat` de cablul 

BCD este 
 N800S   (altfel 

se rupe) s` se 
determine lungimea 
maxim` maxa , cu 
originea de 
m`surare cap`tul A, 
pe care este 
distribuit` sarcina 
uniform`  

 m/kN5,2p  . 
Apoi s` se 

determine componentele orizontal` ]i vertical` ale reac\iunii din A la limita de 
rupere a cablului. 
 

Rezolvare: 
Dup` eliberarea de leg`turile - articula\ie cilindric` [n A ]i leg`turi cu fir 

[n B ]i D - se ob\ine un solid rigid liber dar ac\ionat de for\ele efectiv aplicate ]i 
de cele de leg`tur` (fig. Apl-2.2.a). 
 For\` efectiv` este numai sarcina uniform`   m/kN5,2p   care se 

Fig. Apl-2.2

2 m

 m/kN5,2p 

10 m

a C

A 

D B

60o
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[nlocuie]te cu rezultanta corespunz`toare, adic`: 
   kNa5,2apP   

 Ecua\iile de echilibru, [n sistemul de referin\` cartezian sunt: 

 



















.0
2

a
P5G10S860sin'S

,0PGS60sin'SV

,0H60cosS

o

o
A

A
o

 (1) 

Tensiunea maxim` suportat` de cablul BCD este  N800'SS   astfel c` 
[n sistem sunt numai trei necunoscute: HA, VA ]i a. 

Din ecua\ia(13), dup` [nlocuirea expresiei for\ei P [n func\ie de a, se 
ob\ine: 

 

 

  ;5981,010860sin8,0
5,2

2

5G10S860sin'S
p

2
a

o

o





 

  m63,2a  ;  

    N400kN0,460cos8,060cosSH oo
A  ;  

Fig. Apl-2.2.a 

OA D B 

60o

 S'S 

2 m

10 m 

  kNapP 

AH  

AV  

S

a 

y 

x 

5 m

G
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   .kN6,063160sin8,063,25,2981,0

160sinSPGV
o

o
A




  

 
Apl. 2.3 
 S`  se determine componentele for\elor de leg`tur` din [ncastrarea 

A, pentru bara AD supus` ac\iunii sistemului de for\e din figura Apl-2.3. 
  

Rezolvare: 
 Dup` eliberarea de leg`tura [ncastrare plan` se ob\ine un solid rigid liber 

dar ac\ionat de for\ele efectiv aplicate ]i de cele de leg`tur` (fig. Apl-2.3.a). 
 Ecua\iile de echilibru, [n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n A,  
sunt: 

Fig. Apl-2.3.a

0,6 m

 m/kN30p 

1,2 m 1,8 m

C

AO D 

B
60o 

  kN45F 

AM  

AH  

AV  

 





  kN278,130

2

1
P  

1,2 m

x 

y 

Fig. Apl-2.3

0,6 m

 m/kN30p 

1,2 m 1,8 m

C

A 

D 

B
60o 

  kN45P 
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.03P2,160sinFM

,0P60sinFV

,0H60cosF

o

A

o

A

A

o

 (1) 

   kN22,5 oo
A 60cos4560cosFH ;  

  kN2760sin45P60sinFV oo
A 65,97 ;  

  kN127,77 3272,160sin453P2,160sinFM oo
A . 

 
Apl. 2.4 

 Bara ABC 
articulat` cilindric [n B  
]i rezemat` prin rola A 
pe suprafa\a [nclinat` 
cu 30o fa\` de 
orizontal` (fig. Apl-
2.4), este supus` 
ac\iunii for\ei 
distribuite liniar 

 m/N80p   ]i unui 
moment 

 mN60M  . S` se 
determine m`rimea 

reac\iunii din B. 
 R`spuns:         

 N07,214R B  . 
 
 
   Apl. 2.5 

     S` se deter-
mine reac\iunile 
din punctele  A,  B  
]i  C,  pentru bara 
cotit` ABC, 
rezemat` [n cele 
trei puncte (fig. 
Apl-2.5), dac` se 

1,5 m 
0,75 m 

 m/N80p A 

B 

C

 mN60M 

=30o 

Fig. Apl-2.4 

Fig. Apl-2.5

55 m 

3 m 

445o

330o 

A 3 m 

 N200F1   

5 m 

 N300F2 

B 

C 

45o
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neglijeaz` frec`rile [n toate punctele de rezemare. 
R`spuns:   N190NA  ;   N26,303NB  ;    N56,85NC  . 

 
 
  Apl. 2.6 

 S` se determine 
for\ele de leg`tur` 
exterioare din punctele  A  
]i  F,  pentru sistemul de 
bare sudate [ntre ele, din 
figura  Apl-2.6.  Sistemul de 
for\e efective este constituit 
din sarcina distribuit` 
uniform  N/m 150 p  .  
Se neglijeaz` greut`\ile 
proprii ale barelor. 
 
         R`spuns:           
         N 1258,44 R A  ;   

         N 802,2 NF  . 

 
 

  Apl. 2.7 

 S` se determine 
for\ele de leg`tur` 
exterioare (reac\iunile) 
din [ncastrare,  pentru 
bara cotit` din figura  
Apl-2.7.  Sistemul de 
for\e efective este 
constituit din sarcina 
distribuit` uniform 

 N/m 150 p   ]i trei 
sarcini concentrate 
(dou` verticale ]i una 
orizontal`). Se 
neglijeaz` greutatea 
proprie barei.  

R`spuns:  N 1000 R [
x  ;  N 1550 R [

y  ;   mN 2300 M[
z  . 

Fig. Apl-2.6 

3 m 

6 m

30o

3 m

30o 

p=150 N/m 

C 

D 

E 

F 

B 
A 

2 m 2 m

x

1 m 

p=150 N/m 
  N1000F1    N250F2 

  N1000F3 

Fig. Apl-2.7 
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     Apl. 2.8 

 {n figura Apl-2.8, 
placa omogen` 
(triunghi echilateral 
av@nd  laturile egale cu 
0,3m) are masa 

 kg80m   ]i este 
sus\inut` de c`tre bara 
AO ]i de piatra de 
culis` (reazem simplu 
f`r` frecare) [n punctul 
B. S` se determine 
m`rimea momentului  
M,  dac` placa este [n 
echilibru [n pozi\ia 
indicat` [n figur`, sub 
ac\iunea acestui 
moment ]i a greut`\ii 
proprii. 
 

     R`spuns:            mN177,86M  . 
 
 
 
    Apl. 2.9 
 {n problema Apl. 
2.8 se [nlocuie]te 
momen-tul M cu o for\` 
vertical` P aplicat` [n 
punctul D (fig. Apl-
2.9). S` se determine 
m`rimea for\ei P, dac` 
placa este men\inut` [n 
echilibru sub ac\iunea 
greut`\ii proprii ]i a 
acestei for\e.  
  
     R`spuns: 

      N11,2144P  . 

 

45o

B

L

T 

B 

OA 

D 

M 

Fig. Apl-2.8 

Fig. Apl-2.9

45o

B

L

T 

B

OA 

D 

P
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 Apl. 2.10 

S` se determine for\a 
cu care bol\ul articula\iei 
cilindrice din A ac\ioneaz` 
asupra pl`cii dreptunghiulare 
de greutate neglijabil` (fig. 
Apl-2.10), dac` [n C placa 
este suspendat` la plafon [n 
D printr-un fir. 

 
 R`spuns: 
  N1843R A  . 
 

 
 
 

 
 

Apl. 2.11 
Repetarea 

[ntreb`rii din 
problema 
precedent`- 
Apl. 2.10, dac` 
asupra pl`cii 
ac\ioneaz` un  
cuplu  

 mN300 M    
ca [n  fig.  Apl-
2.11 ]i dac` 
cablul este 
[nlocuit de c`tre 
o for\` efectiv 

aplicat`  N 600P  . De asemenea, placa [n acest caz se sprijin` pe o rol` [n D 
ca [n figur`.  

 
R`spuns:    N 69,65RA  . 

  

Fig. Apl-2.10 

1,2 m 

1,5 m 
 N900F 

A

D

C

B 

o35

o25  

1,2 m

Fig. Apl-2.11 

1,2 m 1,2 m 

1,5 m 

 900NF 

A 

D

C

B 

o50

o25  

 N600P   
m300NM 
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Apl. 2.12 
 Un mecanism 
de amortizare 
(men\inere) este 
reprezentat [n figura 
Apl-2.12. Greutatea 
cuvei [mpreun` cu a 
con\inutului s`u este 

 N5.500   G  . Cuva 
este [n echilibru [n 
pozi\ia indicat` [n 
figur`, centrul de 
greutate fiind [n 
punctul C. S` se 
determine m`rimea 
for\ei  ABS  din tija 
AB  a sistemului care 
const` din cilindrul 

hidraulic cu tija corespunz`toare, pentru men\inerea ]i cobor@rea cuvei.   
 
 R`spuns:    N4427,41 SAB  . 
 

 

    Apl. 2.13 
       Discul neted 
(se neglijeaz` 
frecarea) din figura 
Apl-2.13 este 
articulat cilindric [n 
D ]i are greutatea 

 N90G  . Dac` se 
neglijeaz` greut`\ile 
barelor s` se 
determine 
reac\iunile din B ]i 
D. 
 
 
 
 

Rezolvare: 
Metoda  I-a .  Se utilizeaz` teorema echilibrului p`r\ilor aplicat` fiec`rui 

Fig. Apl-2.12

1,2 m1,8 m 

1,8 m

D

G  

Q 

0,9 mA 

B 
C

0,6m 

0,9 m

1,8 m 

1,05m 

r=0,15m 

R=0,9m 

D 

C

B

A 

Fig. Apl-2.13 
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corp din componen\a sistemului.  

 Ecua\iile de echilibru pentru discul de greutate  N90G    (fig. Apl-
2.13.a) eliberat de 
leg`turi (teorema 
echilibrului p`r\ilor), 
[n sistemul de referin\` 
cartezian cu originea [n 
OD situat [n centrul 
discului,  sunt: 

   








.0GVN

,0H

DE

D (1) 

 Ecua\iile de 
echilibru pentru bara 
cotit` BCD (fig. Apl-
2.13.b) de greutate 
neglijabil`, eliberat` de 
leg`turi (teorema 
echilibrului p`r\ilor), 

[n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n B  O,  sunt: 

Fig. Apl-2.13.c 

R=0,9m 

B

A 

O’ 

E 

BH

BV
AH

EN  

AV  

y 

x

1,05m 

D

C 

0,9 m 

DH

DV

BV  

BH  

CN  

DH  

DV  

EN  
G  

Fig. Apl-2.13.a Fig. Apl-2.13.b 

x 

x 

y 

y 

O  D 

O  B
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.005,1H9,0V05,1N

,0VV

,0HNH

DDC

DB

BCD

 (2) 

 Ecua\iile de echilibru pentru bara semicircular` AEB (fig. Apl-2.13.c) de 
greutate neglijabil`, eliberat` de leg`turi (teorema echilibrului p`r\ilor), [n 
sistemul de referin\` cartezian cu originea [n OO’,  sunt: 

 













.09,0V9,0V

,0NVV

,0HH

AB

EBA

AB

                    (3) 

       Rezolv@nd sistemul de 8 ecua\ii liniare constituit din grupurile de ecua\ii 
(1), (2) ]i (3) ob\inem: 

din ec. (11)
 0HD  ; (11’) 

din ec. (31)
 BA HH  ; (31’) 

din ec. (33)
 BA VV  ; (33’) 

din ec. (22)  

 DB VV  ; (22’) 

din ec. (21)  

 BC HN  ; (21’) 

din ec. (32) ]i (33’)  

 BABAE V2V2VVN  ; (32’) 

din ec. (12)  
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 DE VGN  ; (12’) 

din rel.  (32’) , (12’) ]i (22’)    

 BB V2VG      ]i   N90GVV DB  ;  

din ec. (23)  

  N143,7790
05,1

9,0
V

05,1

9,0
N DC  ;                  (23’)  

din rel.  (31’) , (21’) ]i (23’) 

  N143,77NHH CBA  ;                  (23’)   

din rel. (32’)  

  N180902V2N AE  .  

Rezolvarea sistemului constituit din grupurile (1), (2) ]i (3), av@nd 8 
ecua\ii ]i 8 necunoscute, cu ajutorul procedurilor din MATHCAD. {n tabel sunt 
introdu]i coeficien\ii necunoscutelor sistemului ]i termenii liberi. 
 

Nec.  
Nr. ec. 
 

HD VD NE HB VB NC HA VA Term. 
liber 

11 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 

12 0 -1 1 0 0 0 0 0 90 

21 1 0 0 -1 0 -1 0 0 0 

22 0 1 0 0 1 0 0 0 0 

23 -1,05 -0,9 0 0 0 1,05 0 0 0 

31 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 

32 0 0 -1 0 -1 0 0 1 0 

33 0 0 0 0 -0,9 0 0 -0,9 0 
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Enter a non-singular matrix corresponding to the n equations in n unknowns:

Enter a vector of n constants:

M

1

0

1

0

1.05

0

0

0

0

1

0

1

0.9

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0.9

0

0

1

0

1.05

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0.9























 v

0

90N

0

0

0

0

0

0

























soln lsolve M v( )

Solution: soln

0

90

180

77.14286

90

77.14286

77.14286

90























N

 
 
  
      Deci rezultatele ob\inute pe cele dou` c`i sunt identice. 

 
     Metoda  II-a .      
      Se utilizeaz`  teorema 
solidific`rii pentru [ntreg 
sistemul de corpuri (fig. 
Apl-2.13.d) la care se 
adaug` teorema 
echilibrului p`r\ilor 
pentru subsistemul 
constituit din disc ]i tija 
BCD (fig. Apl-2.13.e). 
 Ecua\iile de 
echilibru pentru [ntreg 
sistemul de corpuri 
solidificat (fig. Apl-
2.13.d), [n sistemul de 

Fig. Apl-2.13.d

1,05m

R=0,9m

C

B

A

D 

G

CN

AH

AV

O’ 

x
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referin\` cartezian cu originea [n O’,  
sunt: 

      











.09,0V05,1N

,0GV

,0NH

AC

A

CA

      (4) 

 Ecua\iile de echilibru pentru 
subsistemul solidificat, constituit din 
bara cotit` BCD de greutate 
neglijabil` ]i discul de greutate 

 N90G   (teorema echilibrului 
p`r\ilor + teorema solidific`rii), [n 
sistemul de referin\` cartezian cu 
originea [n B  O (fig. Apl-2.13.e),  
sunt:  

 













.09,0N9,0G05,1N

,0VGN

,0NH

EC

BE

CB

 (5) 

Rezolv@nd sistemul de 6 ecua\ii liniare constituit din grupurile de ecua\ii 
(4) ]i (5) ob\inem: 

din ec. (41) ]i (51)  

 CBA NHH  ; (41’) 

din ec. (42)  

  N90GVA  ; (42’)  

din ec. (43)  ]i  (42’)  

  N143,7790
05,1

9,0
V

05,1

9,0
N AC  ; (43’)  

din ec. (41’) ]i (43’)  

  N143,77HH BA  ; (41’) 

din ec. (52)  ]i  (53) 

Fig. Apl-2.13.e 

1,05m
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0,9 m 
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9,0

05,1
NGVG CB    ]i      N90VB  ; (52’)    

din ec. (52) ]i (52’)  

   N1809090VGN BE  .    

Apoi din figura (fig. Apl-2.13.a) se determin` componentele reac\iunilor 
din articula\ia cilindric` D, astfel c`: 

   .N9090180GNV

,0H

ED

D




     

Deci reac\iunile din articula\iile cilindrice B ]i  D rezult` prin aplicarea 
regulii paralelogramului, adic`: 

          N118,53790143,77VHR 222
B

2
BB    

]i                 N90900VHR 222
D

2
DD  .   

 
 

Apl. 2.14 

S` se determine 
componentele orizontal` 
]i vertical` ale for\ei cu 
care ]tiftul din articula\ia 
cilindric` din D (leg`tur` 
interioar`) ac\ioneaz` 
asupra barei ACDB ]i ale 
reac\iunii din A pentru 
sistemul de corpuri 
reprezentat [n figura Apl-
2.14, supus ac\iunii unei 
sarcini de mas` 

 kg 100 m   aplicat` [n 
punctul F. Se neglijeaz` 
greut`\ile barelor 
sistemului.  

 
Rezolvare: 
Se utilizeaz`  

teorema solidific`rii 
pentru [ntreg sistemul de 

Fig. Apl-2.14 

E 

C 

1,6 m 

 kg100m 

0,4m 

0,4m 

1,6 m 

F

B 

D 

0,8m 
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corpuri (fig. Apl-2.14.a) la care se adaug` teorema echilibrului p`r\ilor pentru 
bara curb` CE (fig. Apl-2.14.b),  respectiv bara dreapt` DEF (fig. Apl-2.14.c). 

 Ecua\iile de echilibru pentru [ntreg sistemul de corpuri solidificat (fig. 
Apl-2.14.a), [n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n O  A,  sunt: 

 

 










.02G8,2N

,0GV

,0NH

B

A

BA

   (1) 

         

 

 

 

B

A B

A

G 2 100 9,81 2
N 700,71 N ;

2,8 2,8

H N 700,71 N ;

V G 981 N .

     

  

  



 

 Din figura (fig. Apl-2.14.b) se stabile]te direc\ia reac\iunii RE din 
articula\ia cilindric` E, care apoi se utilizeaz` [n figura (fig. Apl- 2.14.c). 

Fig. Apl-2.14.a 

2,0 m 

y 

0,4m 

2,4 m 

F

B 

D 

A  O 

  N81,9100G 

BN  

AH  
AV  

x 

Fig. Apl-2.14.b 

C

E 

ER
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=45o 

1,6m 
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 Ecua\iile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din bara DEF 
de greutate neglijabil` (teorema echilibrului p`r\ilor), [n sistemul de referin\` 
cartezian cu originea [n D  O(fig. Apl- 2.14.c),  sunt:  

 
















.02G6,145sinR

,0GV45sinR

,0H45cosR

o
E

D
o

E

D
o

E

(2) 

Rezolv@nd sistemul de 3 
ecua\ii liniare (2) ob\inem: 

 

 N1734,18
2981











6,145sin6,145sin

2G
R

ooE ; 

  N1226,2545cos18,173445cosRH oo
ED  ;   

  N245,2598125,1226G45sinRV o
ED  .  

 
Apl. 2.15 
{nc`rcarea 

pentru sistemul de 
corpuri din figura 
Apl-2.15 este 
realizat` printr-o 
for\` distibuit` pe 
bara dreapt` AC 
de intensitate 

 m/N400p   ]i 
o for\` concentrat` 
F orizontal` 
aplicat` [n punctul 
D. 
      Pentru 0F   
s` se determine 

m`rimile componentelor orizontale ]i verticale ale reac\iunilor din A ]i B.  

Fig. Apl-2.15 

1,0 m 

C 

B

A 

1,0 m 

1,5 m 

=60o 

F

D

 m/N400p   

Fig. Apl-2.14.c 
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Rezolvare:  
Se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru bara AC (fig. Apl-2.15.a) 

av@ndu-se [n vedere c` [ntre punctele C ]i B este o leg`tur` cu tij` rigid` 
[nc`rcat` numai 
prin for\ele de 
leg`tur` din 
articula\iile 
cilindrice B 
(for\` de 
leg`tur` 
exterioar`) 
respectiv C 
(for\` de 
leg`tur` 
interioar`) 
astfel c` 
direc\iile 
acestora sunt 
cunoscute – 
direc\ia dreptei 
CB ]i m`rimile 
necunoscute. 
{nainte de 

scrierea ecua\iilor de echilibru se [nlocuie]te for\a distribuit` [n lungul barei AC 
-  m/N400p   cu for\a echivalent` -      N600m5,1m/N4005,1pP   
aplicat` la jum`tatea distan\ei dintre A ]i C. 
 Ecua\iile de echilibru pentru bara AC, [n sistemul de referin\` cartezian cu 
originea [n A,  sunt: 

 














.075,0P5,175sinR

,030sinP45sinRV

,030cosP45cosRH

o
C

oo
CA

oo
CA

 (1) 

Rezolv@nd sistemul de trei ecua\ii liniare (1) ob\inem: 
- din ec. (13)  

  N310,583
75sin5,1

75,0600

75sin5,1

75,0P
R

ooC 







 ; (13’) 

- din ec. (11)  

Fig. Apl-2.15.a 

1,0 m 

4

1,0 m 

0,75m

=60o 
AH

  N5,1400P   

0,75m 

AV  

CR

x
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 ;N45cos583,31030cos600

45cosR30cosPH
oo

o
C

o
A

300


 (11’) 

- din ec. (12) 

 
 .N45sin583,31030sin600

45sinR30sinPV
oo

o
C

o
A

80,385


 (12’) 

 
 
 Deci, reac\iunea din 
articula\ia cilindric`  C 
(leg`tur` interioar`) este 
deja determinat` rel. (13’) 
astfel c` este determinat` ]i 
cea din articula\ia cilindric` 
B (leg`tur` exterioar`): 

  
 N310,583RR CB  , 

iar cea din A rezult` prin 
aplicarea regulii 
paralelogramului, adic`: 

          N310,583385,80300VHR 222
A

2
AA  .  

 Verificarea rezultatului (vezi fig. Apl-2.15.b): 

 














.075,075sinR75,075sinR

,075sinR75sinRP

,075cosR75cosR

o
A

o
C

o
A

o
C

o
A

o
C

 

apoi prin [nlocuirea valorilor determinate mai sus, se ob\ine: 

 













.075,075sin583,31075,075sin583,310

,075sin583,31075sin583,310600

,075cos583,31075cos583,310

oo

oo

oo

 

Fig. Apl-2.15.b 

C 

A 

0,75m 

=75o 

  N5,1400P   

0,75m 

  N583,310RC 

x 

y 
=75o 

  N583,310R A 
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Apl. 2.16 
{nc`rcarea pentru sistemul de corpuri din figura Apl-2.15 din problema 

Apl. 2.15, este realizat` printr-o for\` distibuit` pe bara dreapt` AC de 
intensitate  m/N400p   ]i o for\` concentrat`  N500F   orizontal` aplicat` 

[n punctul D (fig. Apl-2.16.a). S` se determine m`rimile componentelor 
orizontale ]i verticale ale 
reac\iunilor din A ]i B.  

 
 

Rezolvare: 
 
Se utilizeaz`  

teorema solidific`rii 
pentru [ntreg sistemul de 
corpuri (fig. Apl-2.16.a) la 
care se adaug` teorema 
echilibrului p`r\ilor pentru 
bara cotit` BDC (fig. Apl-
2.16.b). 

Ecua\iile de 
echilibru pentru [ntreg 
sistemul de corpuri 
solidificat (fig. Apl-
2.16.a), [n sistemul de 

Fig. Apl-2.16.a 

1,0 m 

C 

B

AO 

1,0 m 

0,75m 

=60o 
AH

D 
  N5,1400P   

0,75m

AV

x 

y 

BH  

BV

  N500F 

Fig. Apl-2.16.b 

1,0 m 

C 

B

1,0 m 

D

CV  

x 

y 

BH

BV

  N500F 
CH  
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referin\` cartezian cu originea [n O  A,  sunt: 

 

   

A B

A B

B B

H H F P cos30 0,

V V P sin30 0,

H 1,3 1 V 1 0,75 F 1,3 P 0,75 0.

     

    

          



    (1) 

Ecua\iile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din bara cotit` 
BDC (fig. Apl-2.16.b) de greutate neglijabil` (teorema echilibrului p`r\ilor), [n 
sistemul de referin\` cartezian cu originea [n C  O,  sunt:  

 











.01H1V

,0VV

,0FHH

BB

CB

CB

   (2) 

Rezolv@nd sistemul de 6 ecua\ii liniare constituit din grupurile de ecua\ii 
(1) ]i (2) ob\inem: 

  
din ec. (23)  

 B BV H  ; (23’) 

din ec. (22) cu (23’)  

 C B BV V H   ; (22’) 

din ec. (13) cu (23’)  

 

 

   

B B

1
V H F 1,3 P 0,75

2,05

1
500 1,3 600 0,75 536,585 N ;

2,05

       

     

 

din ec. (12) 

 
 

A BV P sin30 V

600 sin30 536,585 236,585 N ;

    

    




 

din ec. (11)  
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A BH F P cos30 H

500 600 cos30 536,585 483,032 N .

     

    




 

Deci, reac\iunile din articula\iile cilindrice A ]i B rezult` prin aplicarea 
regulii paralelogramului, adic`: 

 
   

     

2 2

A A A

2 2

R H V

483,032 236,585 537,86 N ;

  

  
  

]i  
   

     

2 2

B B B

2 2

R H V

536,585 536,585 758,85 N .

  

  
   

 
Apl. 2.17 
Structura reprezentat` [n figura Apl-2.17 este compus` din dou` bare de 

greut`\i neglijabile ]i un cablu ED. S` se determine tensiunea din cablu, 

Fig. Apl-2.17 

N) 100( P   

1 m 

B

2 m 

1 m 

1,5 m 1,5 m 

A E

C 

D

cablu 

O
F

z

y

x 

Articula\ie 
cilindric` 
spa\ial` 

Articula\ie 
cilindric` 
spa\ial` 

Articula\ie 
sferic` 
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reac\iunile exterioare din A ]i C, ]i for\ele de leg`tur` interioare din punctul B, 
dac` structura este supus` ac\iunii unei sarcini exterioare de  P 100 N . 
 

 Rezolvare:  
Se utilizeaz`  teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. 

Apl-2.17.a) la care se adaug` teorema echilibrului p`r\ilor pentru subsistemul 
constituit numai din tija BFC (fig. Apl-2.17.b). 

Expresia vectorului tensiune (efort) din cablul DE se stabile]te [n func\ie 
de direc\ia cablului definit` de c`tre versorul acestei, cu expresia: 

 k625,0j469,0i625,0
25,12

k2j5,1i2
u

222DE 



 . 

Din condi\ia de coliniaritate a versorului DEu  cu vectorul tensiune DET , 
rezult` expresia vectorului tensiune (efort) din cablul DE: 
  DE DE DET T u   ; 

 DE DE DE DET 0,625 T i 0,469 T j 0,625 T k           . 

 Ecua\iile de echilibru pentru [ntreg sistemul de corpuri solidificat (fig. 
Apl-2.17.a), [n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n O,  sunt: 

Fig. Apl-2.17.a 

N) 100( P   

1 m 

B 

2 m 

1 m 

1,5 m 1,5 m 

A 
E 

C

D 

O
F

z

y

x 

zC

CzM

xA  

yA  
zA  

xC  

CxM  

EDT  
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.02A3CM

,01P2T625,02A

,05,1T625,03P3CM

,0CPA

,0T469,0A

,0CT625,0A

yxCz

DEz

DEzCx

zz

DEy

xDEx

 (1) 

{n continuare se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru subsistemul 
constituit numai din 
tija BFC (fig. Apl-
2.17.b) av@ndu-se [n 
vedere c` [n 
punctele C (leg`tur` 
exterioar`) respectiv 
B (leg`tur` 
interioar`) sunt 
articula\ii cilindrice 
spa\iale f`r` frecare, 
adic` introduc for\e 
]i momente de 
leg`tur` de direc\ii 
cunoscute ]i m`-rimi 
necunoscute. 

Ecua\iile de 
echilibru pentru 
subsistemul 
constituit numai din 

tija BFC, [n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n C (fig. Apl- 2.17.b) 
sunt: 

 

























.02BMM

,02B1PM

,0M

,0BPC

,0B

,0C

yBzCz

zBy

Cx

zz

y

x

 (2) 

Rezolv@nd sistemul de 12 ecua\ii liniare constituit din grupurile de ecua\ii 
(1) ]i (2) ob\inem reac\iunile din punctele A ]i C (for\e de leg`tur` exterioare), 
respectiv B (for\e de leg`tur` interioare): 

Fig. Apl-2.17.b 

1 m 

B 

1 m 

CO

F

z

y

x 

CxM

xC
zC

CzM

BzM  

zB  
yB  

N) 100( P 

ByM  
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- din ecua\iile (13)- (14/3)+ (15/2) 

  N33,53100
2

1

625,03125,0

1
P

2

1

625,03125,0

1
TDE 





  ; 

- din ecua\iile (21), (22) ]i (24)  

 0Mi]0B;0C Cxyx  ; 

- din ecua\iile (11)  ]i  (12) 

 
 
 ;N013,2533,53469,0T469,0A

;N33,3333,53625,0T625,0A

DEy

DEx




 

- din ecua\ia (14) 

  N33,835,133,53625,0
3

1
1005,1T625,0

3

1
PC DEz  ; 

- din ecua\iile (13)   ]i  (23) 

 
 
 ;N67,1633,83100CPB

;N67,1633,83100CPA

zz

zz




 

- din ecua\iile (16),   (25) ]i  (26) 

 

 
 

     .mN026,50mN026,50MM

;mN67,6610067,162PB2M

;mN026,50013,252A2M

CzBz

zBy

yCz







 

 Rezolvarea sistemului (1)+(2) cu ajutorul procedurilor din MATHCAD. 
{n tabel sunt introdu]i coeficien\ii necunoscutelor sistemului ]i termenii liberi. 
 

 Ax Ay Az Bz Cz MBy MBz MCz TDE Membr. 2 
1.  1 0 0 0 0 0 0 0 -0,625 0 
2.  0 1 0 0 0 0 0 0 -0,469 0 
3.  0  1 0 1 0 0 0 0 100 
4.  0 0 0 0 3 0 0 0 0,9375 300 
5.  0 0 -2 0 0 0 0 0 -1,25 -100 
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6.  0 2 0 0 0 0 0 1 0 0 
7.  0 0 0 1 1 0 0 0 0 100 
8.  0 0 0 -2 0 1 0 0 0 -100 
9.  0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 

REZ. 
33,33 
N 

25,01 
N 

16,67 
N 

16,67
N 

83,33
N 

-66,67
Nm

50,02
Nm

-50,02
Nm

53,33 
N 

- 

 Enter a vector of n constan

M

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

2

0

0

0

0

0

1

0

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

2

0

0

0

1

3

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0.625

0.469

0

0.9375

1.25

0

0

0

0































 v

0

0

100

300

100

0

100

100

0

































soln lsolve M v( ) Solution: soln

33.33333

25.01333

16.66667

16.66667

83.33333

66.66667

50.02667

50.02667

53.33333































 "elem sol"

Ax

Ay

Az

Bz

Cz

MBy

MBz

MCz

TDE

































"elem sol"

Ax

Ay

Az

Bz

Cz

MBy

MBz

MCz

TDE



































 
 

Apl. 2.18 

S` se determine reac\iunile din articula\iile cilindrice B ]i C (leg`turi 
interioare) pentru sistemul de corpuri reprezentat [n figura Apl-2.18, supus 
ac\iunii unei sarcini de mas`  kg 100 m  . Se neglijeaz` greut`\ile barelor 
sistemului.  

 
Rezolvare: 
Metoda  I - a 

 Se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor dublat` de teorema solidific`rii 
pentru subsistemul constituit din corpurile: barele DC ]i BD, ]i discul de raz` 

 m1,0r  . Se are [n vedere c` articula\iile cilindrice C ]i D sunt conectate [ntre 
ele printr-o bar` astfel c` direc\ia reac\iunii din C este cunoscut` ]i anume [n 
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lungul barei DC (fig. Apl-2.18.a). 
Ecua\iile de echilibru pentru acest subsistem de corpuri, solidificat [ntr-un 

solid rigid virtual raportat la sistemul de axe carteziene cu originea [n punctul B, 
sunt: 

 

 













.09,045cosR1,0T1,03,09,0G

,0VG45sinR

,0TH45cosR

o
C

B
o

C

B
o

C

 (1) 

Rezolv@nd sistemul de trei ecua\ii liniare (1) ob\inem: 
din ec. (13)  

 

 

 N896,9246,0981

2

2
9,0

1

1,0T7,0G
45cos9,0

1
R

oC











;  (13’) 

Fig. Apl-2.18 

D

C

0,9 m

A

B

0,3m 

0,9 m

1 m 

E kg100m 

r =0,1 

Fig. Apl-2.18.a 

D

C 

0,9 m 

x BO 

0,3m

0,9 m

E

  N981G 

r =0,1 

CR

BH

BV

  N981T 

y 
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din ec. (11)  

  N1635981
2

2
896,924T

2

2
RH CB  ;  (11’) 

din ec. (12)  

  N327
2

2
896,924981

2

2
RGV CB  .  (12’) 

Deci, reac\iunea din articula\ia cilindric`  C este deja determinat` rel. 
(13’) iar cea din B rezult` prin aplicarea regulii paralelogramului, adic`: 

          N1667,3793271635VHR 222
B

2
BB  .  

Metoda  II - a 

 Se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru fiecare din corpurile: bara 
BD (fig. Apl- 2.18.b) ]i discul de raz`  m1,0r   (fig. Apl-2.18.c). Se are [n 
vedere c` articula\iile cilindrice C ]i D sunt conectate [ntre ele printr-o bar` 
astfel c` direc\ia reac\iunii din D este cunoscut` ]i anume [n lungul barei DC. 

Ecua\iile de echilibru pentru fiecare din corpurile eliberate de leg`turi, [n 
raport cu sistemele de axe carteziene indicate [n figurile corespunz`toare, sunt: 

 pentru bara DB 

 














.09,045cosR6,0G

,0G45sinRV

,045cosRTH

o
C

o
CB

o
CB

 (2) 

Fig. Apl-2.18.b 

D x B  O

0,3m 

0,9 m 

E 

CR  

BH
BV

y 

EH  

EV  

r 

  N981G 

EH

EV  

x 

y 

  N981T   

EO

Fig. Apl-2.18.c 
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 pentru disc 

 












.01,0T1,0G

,0GV

,0HT

E

E

 (3) 

Rezolv@nd sistemele de ecua\ii liniare (2) respectiv (3) ob\inem: 
din sistemul de ec. (3)  

    N981GVi]N981GHT EE  ; 

din ec. (23)  

  N896,924981

2

2
9,0

6,0
G

45cos9,0

6,0
R

oC 





 ;  

din ec. (21)  

  N1635981
2

2
896,924T

2

2
RH CB  ; 

din ec. (22)  

   N327
2

2
896,924981

2

2
RGV CB  .  

Deci, reac\iunea din articula\ia cilindric`  C este deja determinat` iar 
cea din B rezult` prin aplicarea regulii paralelogramului, adic`: 

          N1667,3793271635VHR 222
B

2
BB  .  

 
Apl. 2.19 
S` se determine 

for\a exercitat` de c`tre 
discul D  asupra barei 
AB (fig. Apl- 2.19).  

Deasemeni s` se 
determine compo-
nentele orizontal` ]i 
vertical` ale reac\iunii 

Fig. Apl-2.19 

150

E

B

A 

900 1200

C 

D  mN80M 

D
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din A. Se neglijeaz` greut`\ile barelor sistemului. 
 

Rezolvare: 
Se utilizeaz`  teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. 

Apl-2.19.a) la care se adaug` teorema echilibrului p`r\ilor pentru subsistemul 
constituit din 
disc ]i tija 
BEC (fig. 
Apl-2.19.b). 
    Ecua\iile 
de echilibru 
pentru [ntreg 
sistemul de 
corpuri 
solidificat 
(fig. Apl- 
2.19.a), [n 
sistemul de 
referin\` 

cartezian cu originea [n O  A,  sunt: 

  











.0M15,0N

,0V

,0NH

E

A

EA

 

]i rezolv@nd, ob\inem: 

 

 

 




















.0V

,N33,533NH

,N533,33
15,0

80

15,0

M
N

A

EA

E

  

  
Ecua\iile de echilibru pentru 
subsistemul solidificat, 
constituit din bara cotit` BEC 
]i discul D de greut`\i 
neglijabile (teorema 
echilibrului p`r\ilor + 
teorema solidific`rii), [n 
sistemul de referin\` cartezian 
cu originea [n B  O (fig. Apl- 

Fig. Apl-2.19.a 

150

E

B

A  O 

900 1200

 mN80M 
D 

AH  

AV  

EN

x 

y 

Fig. Apl-2.19.b 

150

E

1200 

C D 

B  O x

y 

BH  

BV

EN

DN  
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2.19.b),  sunt:  

       












;02,1N15,0N

,0VN

,0NH

DE

BD

EB

  

  N66,67
2,1

0,15533,33

15,0

N
N E

D 


 .  

 

Apl. 2.20 
S` se determine m`rimile componentelor orizontale ]i verticale ale 

reac\iunilor din A ]i F, pentru sistemul de corpuri din figura Apl-2.20. 
{nc`rcarea este realizat` printr-o for\` distibuit` liniar pe tronsonul DF al barei 
orizontale BF. 

 

Rezolvare:  
 

METODA I-a 

Se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru barele ACE (fig. Apl- 
2.20.a) respectiv BDF 
(fig. Apl-2.20.b) 
av@ndu-se [n vedere c` 
[ntre punctele C ]i B  
respectiv D ]i E sunt 
leg`turi cu tije rigide, 
adic` introduc for\e de 
leg`tur` interioare 
sistemului de corpuri, de 
direc\ii cunoscute ]i 
m`rimi necunoscute. 

Ecua\iile de 
echilibru pentru bara 
ACE, [n sistemul de 

Fig. Apl-2.20.a 

DB 

A  O

E
C 

300600

1500 

300

300

BCR  

DER

AH  

AV  

x 

y 


 

Fig.  Apl-2.20 

F

 m/kN30p   

DB 
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E
C

300600 

1500 

300 

300

1800
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referin\` cartezian cu originea [n A, sunt: 

 










.03,0sinR5,1cosR5,1sinR

,0VcosRsinR

,0HsinRcosR

DEDEBC

ADEBC

ADEBC

 (1) 

       
       Fa\` de 
sistemul de 
referin\` 
cartezian cu 
originea [n F, 
ecua\iile de 
echilibru 
pentru bara 
BDF sunt: 
 
 
 












.06,0P8,1cosR7,2sinR

,0PVcosRsinR

,0sinRcosRH

DEBC

FDEBC

DEBCF

 (2) 

 o26,565
600

300
arctg  ;       kN27m8,1m/kN30

2

1
8,1p

2

1
P  . 

 Din ecua\iile (13) ]i (23) se determin` reac\iunile  DEBC Ri]R : 

     








.056,0P58,156,26cosR57,256,26sinR

;093,056,26sinR95,156,26cosR95,156,26sinR
o

DE
o

BC

o
DE

o
DE

o
BC  

 
58,156,26cos93,056,26sin95,156,26cos

56,0P
R

oooDE 


 , 

  
58,156,26cos93,056,26sin95,156,26cos

56,027000
R

oooDE 


 , 

   N15.487,9R DE  , 

Fig. Apl-2.20.b 

F  O

    kN8,1302/1P 

D B 

E

C

600 

300 

300

1800

BCR  

DER  

FH
600

FV
x 

y 
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7,256,26sin

6,0P8,156,26cosR
R

o

o
DE

BC 


 , 

   N34073,35
7,256,26sin

6,0270008,156,26cos9,15487
R

o

o

BC 



 , 

   N34073,35R BC  . 

 Din ecua\iile (11) ]i (12) se determin` componentele reac\iunilor din 
articula\ia A ( AA Vi]H ): 

  sinRcosRH DEBCA ,    

]i   cosRsinRV DEBCA . 

    N37.385 447,09,15487894,03,34073HA ;  

      N385.1894,09,15487447,03,34073VA  .  

 Din ecua\iile (21) ]i (22) se determin` componentele reac\iunilor din 
articula\ia F ( FF Vi]H ): 
   sinRcosRH DEBCF ,    
]i  
   cosRsinRPV DEBCF . 

                     N37.385447,09,15487894,03,34073HF  ;  

                    N25615894,09,15487447,03,3407327000VF  . 

 
METODA II-a 

 {n prima etap` se aplic` teorema solidific`rii [ntregului sistem de corpuri 
p`str@nd leg`turile exterioare care se [nlocuiesc cu for\ele de leg`tur` 
corespunz`toare, [n conformitate cu axioma leg`turilor (fig. Apl-2.20.c). 
 Ecua\iile de echilibru pentru rigidul ob\inut [n urma aplic`rii teoremei 
solidific`rii, [n sistemul de referin\` cu originea [n A, sunt: 

  











.03,0H3P6,3V

,0PVV

,0HH

FF

FA

FA

     (3) 
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{n etapa doua se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru bara ACE 
(fig. Apl-2.20.d) pentru a scrie o a patra ecua\ie care grupat` cu ecua\iile (3) s` 
formeze un sistem de patru ecua\ii cu patru necunoscute. 

Ecua\iile de echilibru 
pentru bara ACE sunt [n 
num`r de trei dar [n 
ecua\iile de proiec\ii pe 
axele Ox ]i Oy  apar ]i 
necunoscutele RBC   ]i RDE  
care nu sunt cerute prin 
[ntreb`rile problemei.  

Deoarece avem 
nevoie de [nc` o ecua\ie pe 
l@ng` cele trei din sistemul 
(3) dar care s` nu introduc` 
necunoscute suplimentare 
vom determina pozi\ia 

punctului de intersec\ie al reac\iunilor interioare sistemului de corpuri (eforturile 
din barele BC ]i DE) pe care [l alegem origine a sistemului de axe (fig. Apl-
2.20.d) ]i scriem numai ecua\ia de momente (4), astfel: 
  A AH 0.06 V 1,62 0    .      (4) 

 Cu proceduri ale programului MATHCAD 14 rezolv`m matricial sistemul 
de patru ecua\ii constituit din grupurile (3) ]i (4), astfel: 
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Fig. Apl-2.20.c 
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- se introduce vectorul celor 4 constante (termeni liberi [n ecua\iile 
sistemului) : 

 

  N

0

270003

27000

0

:V




















 ; 

- se aplic` func\ia lsolve(M,v) ]i se ob\ine vectorul cu valorile 
necunoscutelor: 

   N

615.25

385.37

385.1

385.37

V

H

V

H

F

F

A

A







































. 

 
Apl. 2.21  

Pentru sistemul de corpuri (bare rectilinii de greut`\i neglijabile, articulate 
cilindric [ntre ele ]i la sistemul fix) din figura Apl-2.21 s` se determine:  

a) reac\iunile din A  ]i  E;   
b) componentele for\elor din B ]i  C de pe bara ABC. 

 
Rezolvare: 
a) Se aplic` teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. 

Apl-2.21.a) astfel c` ecua\iile de echilibru pentru solidul rigid rezultat din 
solidificare sunt: 

  

A 2

A E 3 1

E 2 3 1

H F 0,

V N F F 0,

4,8 N 1,8 F 3 F 2,4 F 0.

 
    


       

    (1) 

Din ecua\ia (13) se ob\ine: 

  

 

 

E 3 1 2

1
N 3 F 2,4 F 1,8 F

4,8

1
3 800 2,4 1600 1,8 800 ;

4,8
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  EN 1000 N  .  

Din ecua\ia (11) se ob\ine: 

  A 2H F 800 N     .  

Din ecua\ia (12) se ob\ine: 

Fig. Apl-2.21.a 

  1F 1600 N  

1,2 m 

0,
9 

m
 

A  O 

B 

C 

D 

E 

  2 800F N  

  3 800F N  

1,2 m 1,2 m 1,2 m 

1,8 m

0,
9 

m
 

EN  

AH  

AV  

x 

y 

  

  1F 1600 N  

1,2 m 

0,9 m 

0,9 m 

A 

B 

C

D 

E 

  2F 800 N  

 3F 800 N  

1,2 m 1,2 m 1,2 m 

1,8 m 

Fig. Apl-2.21 
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    A 1 3 EV F F N 1600 800 1000 N      ,    

    AV 1400 N  .       

 
 
b)  Se aplic` 
teorema 
echilibrului 
p`r\ilor 
pentru bara 
BE (fig. Apl- 
2.21.b) astfel 
c` ecua\iile 
de echilibru 
corespunz`to
are sunt: 
 
 

  

B D

B D E 3

E D 3

H R cos 0,

V R sin N F 0,

3,6 N 2,4 R sin 1,8 F 0.

   
      


       

    (2) 

 Din ecua\ia (23) se ob\ine: 

   D E 3

1 1
R 3,6 N 1,8 F 3,6 1000 1,8 800

32,4 sin 2,4
5

         
  

; 

  DR 1500 N  .  

 Din ecua\ia (21) se ob\ine: 

  B D

4
H R cos 1500 1200 N

5
      .  

 Din ecua\ia (22) se ob\ine: 

  B D E 3

3
V R sin N F 1500 1000 800 700 N

5
          .  

 Se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru bara AC (fig. Apl-2.21.c).  

Fig. Apl-2.21.b 

DR

B 

C 

D

E
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For\ele [n B  B BH , V  ce ac\ioneaz` asupra barei AC sunt opuse celor 

calculate din echilibrul barei BE. 
 For\a total` [n C, ce ac\ioneaz` asupra barei AC, este: 
     C total C 2 C 1R R cos F i R sin F j            ; 

 

 

C total

4 3
R 1500 800 i 1500 1600 j

5 5

2000 i 700 j N .


               
   

   

  

Deci   Nj1400i800RA  ;   Nj1000NE  ;    

  Nj700i1200RB  ;    Nj700i2000RC  .  

 
Apl. 2.22  
S` se determine for\a exercitat` de c`tre ]tiftul din C asupra barei ABC 

(fig. Apl-2.22). Se neglijeaz` greut`\ile barelor. }tiftul B este ata]at solidar la 
bara BD ]i se reazem` [n canalul neted al barei ABC. 

DR

CR C

D 

1,2 m 

0,9 m 

0,9 m 

A 

B 

C

  2F 800 N  

1,2 m 

  CR 1500 N

  1F 1600 N

  BH 1200 N

  BV 700 N  

  AH 800 N  

  AV 1400 N

 C totalR 2000 i 700 j N      

Fig. Apl-2.21.c 
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Rezolvare: 
 a)  Se aplic` teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. 
Apl-2.22.a).  

 Din aplicarea teoremei solidific`rii se utilizeaz` numai ecua\ia de 
momente scris` [n raport cu articula\ia cilindric` E, care are forma (1): 

Fig. Apl-2.22

A 

B 

F 

D C E 

G=350 N

1200 

900 
600 

4 

3 

600 

Fig. Apl-2.22.a 
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  A A

4
G 1,2 H 1,5 V 2,1 0

5
       .    (1) 

 

  
Apoi se aplic` 

teorema echilibrului 
p`r\ilor pentru bara 
BFD (fig. Apl-
2.22.b) ]i se 
utilizeaz` numai 
ecua\ia de momente 
scris` [n raport cu 
articula\ia cilindric` 
D, de forma (2) ]i 
din care se 
determin` m`rimea 
reac\iunii din B : 
 

B B

4 3
G 0,6 N 0,72 N 1,14 0

5 5
        , (2) 

       BN 0,6 /1,26 G 0,6 /1,26 350 166,67 N .       

 
 
Pentru a 

ajunge la 
necunoscuta 
cerut` [n 
[ntrebare, se 
aplic` teorema 
echilibrului 
p`r\ilor pentru 
bara ABC (fig. 
Apl-2.22.c). 
 Ecua\iile de 
echilibru 
corespunz`toare, 
scrise [n raport cu 
un sistem de 
referin\` cu 
originea [n C, 
sunt: 

B 

F 

DO 
DH

DV

BN  

  G 350 N

x 

y 

720 

600 

1140 

Direc\ia canalului din 
tija AC 4

3

3

4 

Fig. Apl-2.22.b 

Fig. Apl-2.22.c 
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C A B

C A B

B A A

H H N 4/5 0,

V V N 3/5 0,

N 0,9 H 1,5 4 /5 V 0,9 0.

   

    

       

   (3) 

 Din diferen\a ecua\iilor  (1) - (33) se ob\ine: 

 A A B1,2 G 2,1 V 0,9 V 0,9 N 0        . (4) 

 Din ecua\iile (4) respectiv  (1) se ob\in m`rimile componentelor reac\iunii 
din articula\ia cilindric` A: 

     A

1
V 1,2 350 0,9 166,67 225 N

1,2
       ; 

     A

1
H 1,2 225 1,2 350 43,75 N

1,2
       . 

 Din ecua\iile (31) respectiv (32) se ob\in m`rimile componentelor 
reac\iunii din articula\ia cilindric` C: 

   C A B

4 4
H H N 43,75 166,67 177 N

5 5
           ; 

       C A BV V N 3/5 225 166,67 3/5 125 N          . 

 Deci, for\a exercitat` de c`tre ]tiftul din C asupra barei ABC este:  

  CR 177 i 125 j N .         

 
Apl. 2.23 

S` se determine for\a exercitat` de c`tre ]tiftul din C asupra barei ABC 
(fig. Apl-2.23). Se neglijeaz` greut`\ile barelor. }tiftul B este ata]at solidar la 
bara ABC ]i se reazem` [n canalul neted al barei  BD.   

 
Rezolvare: 

 a)  Se aplic` teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. 
Apl-2.23.a).  
 Determin`m mai [nt[i unghiurile  ]i  (fig. Apl-2.23.a), astfel:  

 
720

arctg 32,276
1200 600 540

  
 

 ;      
720

arctg 53,13
540

    . 
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 Din aplicarea teoremei solidific`rii (fig. Apl-2.23.a) se utilizeaz` numai 
ecua\ia de momente scris` [n raport cu articula\ia E, care are forma (1):  

 A AG 1,2 H 1,2 V 2,1 0      . (1) 

 

Fig. Apl-2.23.a
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Apoi se aplic` 

teorema echilibrului 
p`r\ilor pentru bara 
BFD (fig. Apl-2.23.b) 
]i se utilizeaz`, pentru 
determinarea 
reac\iunii din 
reazemul B (NB), 
numai ecua\ia de 
momente scris` [n 
raport cu articula\ia 
cilindric` D, care are 
forma (2): 

   BG 0,6 N 1,348 0    ;      (2) 

   B

0,6 0,6
N G 350 155,75 N

1,348 1,348
      . 

Pentru a 
ajunge la 
necunoscuta  cerut`  
[n  [ntrebare,  se  
aplic`  teorema 
echilibrului p`r\ilor 
pentru bara ABC 
(fig. Apl-2.23.c). 
 Ecua\iile de 
echilibru 
corespunz`toare, 
scrise [n raport cu 
un sistem de 
referin\` cu originea 
[n C, sunt: 
 
 

 

C A B

C A B

A B A

H H N sin 0,

V V N cos 0,

H 1,2 N cos 0,9 V 0,9 0.

     
     

          

  (3) 

 Din diferen\a ecua\iilor  (1) - (33) se ob\ine: 
   A A B1,2 G 2,1 V 0,9 V 0,9 cos N 0            . (4) 

B 

F 

DO DH

DV

BN

  G 350 N

x 

y 

720 

600 

1140 

Fig. Apl-2.23.b 

Fig. Apl-2.23.c 
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 Din ecua\iile (4) respectiv  (1) se ob\in m`rimile componentelor reac\iunii 
din articula\ia cilindric` A: 

     A

1
V 1,2 350 0,9 155,75 cos 20,85 240,84 N

1,2
        

 ; 

     A

1
H 1,2 240,84 1,2 350 71,47 N

1,2
       . 

 Din ecua\iile (31) respectiv (32) se ob\in m`rimile componentelor 
reac\iunii din articula\ia cilindric` C: 

  
 

C A BH H N sin

71,47 155,75 sin32,28 154,64 N ;

     

     
 

  
 

C A BV V N cos

240,84 155,75 cos32,28 109,156 N .

     

     
 

 Deci, for\a exercitat` de c`tre ]tiftul din C asupra barei ABC este:  

  CR 154,64 i 109,156 j N .        

 

Apl. 2.24 
Sarcinile  G1  ]i  G2  din figura Apl-2.24 sunt fiecare de c@te  N 1250 , cu 

centrele de greutate [n  C1 
]i C2.  Platforma pe care 
acestea se afl` [n repaus are 
greutatea de  N 800  cu 
centrul de mas` [n  C3  ]i 
este suportat` de c`tre dou` 
perechi de bare de forma 
unei cruci (o pereche - se 
vede [n figur`). Neglij@nd 
greut`\ile perechilor de 
bare s` se determine for\a 
transmis` de c`tre ]tiftul ce 
conecteaz` aceste dou` 
bare [n punctul F. 
Consider`m c` jum`tate 
din sarcin` este suportat` 
de fiecare pereche de bare 
(sistemul este simetric). 

 
Rezolvare: 

Se aplic` teorema 

B
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2,25 m

2,25 m
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A 

D E

Rol` 

C2

C3

C1

G1 
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Fig. Apl-2.24 
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solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri (fig. Apl-2.24.a).  
Din aplicarea teoremei solidific`rii, pentru determinarea componentei 

verticale VA a reac\iunii din A, se utilizeaz` numai ecua\ia de momente scris` [n 
raport cu articula\ia cilindric` B, care are forma (1): 

 01G1G2G4V 321A  ; (1) 

 

 .N25,2561
2

800
1

2

1250
2

2

1250

4

1

1G1G2G
4

1
V 321A







 


 

 Sarcinile G1, G2 
]i G3 , [n rela\ia de mai 
sus, sunt introduse 
numai pe jum`tate 
deoarece sunt 
distribuite [n raportul 
1/2  pe cele dou` 
perechi de bare.   

Apoi se aplic` 
teorema echilibrului 
p`r\ilor (dublat` de 
teorema solidific`rii) 
pentru platform` (G3) ]i 
cele dou` sarcini egale 
(G1 ]i G2) (fig. Apl-
2.24.b) ]i se utilizeaz`, 
pentru determinarea 
reac-\iunii din reazemul 
E (NE), numai ecua\ia 
de momente scris` [n 
raport cu articula\ia 
cilindric` D, care are 
forma (2): 

 03G5G2G4N 321E  ; (2) 

  

    .N75,13933
2

800
7

2

1250

4

1
1G1G2G

4

1
N 321E 
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Fig. Apl-2.24.a 
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Sarcinile G1, 
G2 ]i G3 , [n rela\ia 
de mai sus, sunt 
introduse numai pe 
jum`tate deoarece 
sunt distribuite [n 
raportul ½  pe cele 
dou` perechi de 
bare. Pentru a 
ajunge la 
necunoscuta cerut` 
[n [ntrebare, se 
aplic` teorema 
echilibrului p`r\ilor 
pentru bara AFE 
(fig. Apl-2.24.c). 

 
Ecua\iile de echilibru 

corespunz`toare, scrise [n raport cu 
un sistem de referin\` cu originea 
[n A, sunt:  

 











.04N25,2H2V

,0NVV

,0HH

EFF

EFA

FA

(3) 

Din ecua\iile (32) respectiv 
(33) se ob\in m`rimile 
componentelor reac\iunii din 
articula\ia cilindric` F:  

      N5,113725,25675,1393

VNV AEF




  

  
 

 

 

   .N67,1466475,139325,1137
25,2

1

4N2V
25,2

1
H EFF




 

 Deci, for\a transmis` de c`tre ]tiftul ce conecteaz` cele dou` bare [n 
punctul F, este: 

          N18565,113767,1466VHR 222
F

2
FF  . 

Fig. Apl-2.24.b 
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 Apl. 2.25 
Sistemul de corpuri din figura Apl-2.25 este constituit din bara rectilinie 

AC, bara curb` CD (sfert de cerc) ]i scripetele  S . Stabili\i dac` sistemul de bare 
AC ]i CD 
este [n 
echilibru prin 
lipsa blocului 
B.  {n caz 
contrar s` se 
determine 
greutatea 
minim` a 
blocului 
pentru 
men\inerea 
echilibrului 
[ntregului 
sistem de 
corpuri. 
Consider`m 
c` for\ele 
exercitate 
aspra barei 

CD de c`tre planul orizontal ]i blocul B  sunt concurente [n acela]i punct D. 
Desemenea, s` se determine for\a exercitat` de c`tre ]tiftul C asupra barei AC [n 
cazul echilibrului sistemului. 

 
Rezolvare:  
Este   [n echilibru sistemul de bare AC ]i CD prin lipsa blocului B  ?   
Se determin` for\a  '

CR  (fig. Apl-2.25.c) de interac\iune dintre scripetele S  
]i ]tiftul C de conexiune a barelor AC ]i CD: 
   N4502252G2SGR'

C  . 

Se utilizeaz`  teorema solidific`rii pentru [ntreg sistemul de corpuri  
introduc@nd for\a '

CR  [n locul scripetelui (fig. Apl-2.25.a). 
 Ecua\iile de echilibru pentru [ntreg sistemul de corpuri solidificat (fig. 
Apl-2.25.a), [n sistemul de referin\` cartezian cu originea [n Q,  sunt: 

 














.03465,0R9465,0N

,0RNV

,0TH

'
C

a
2

'
C

a
2

a
2

a
2

a
2

 (1) 

Fig. Apl-2.25
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Fig. Apl-2.25.d

x 
60o 

D

C 

A  

'
CR

Q

2N2T

AH

AV 600346,5 

 

 600 

3N

300

S 

S

C 

  N225G 

'
CR

Fig. Apl-2.25.c

Fig. Apl-2.25.a
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Fig. Apl-2.25.b 

BG

 

 
y

y 

Din ecua\ia (13) 

   N74,164450
9465,0

3465,0
R

9465,0

3465,0
N '

C
a
2  . 

For\a de frecare:  
  a

22
a
2 NT  .       (2) 
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Din ecua\ia de echilibru (numai ecua\ia de momente [n raport cu 
articula\ia cilindric` C) a barei AC – considerat` eliberat` de leg`turi conform cu 
teorema echilibrului p`r\ilor, rezult`: 

 a a
A AH 0.6 V 0.3465 0    ,  

 a a
A A

0,6
V H

0,3465
   . (3) 

Cu rela\ia (3) [nlocuit` [n ecua\ia (12) ob\inem: 

 

     .N74,16474,164450
6,0

3465,0
NR

6,0

3465,0
H

;0RNH
3465,0

6,0

a

2

'

C

a

A

'

C

a

2

a

A




 

Din ecua\ia (11) se ob\ine valoarea for\ei de frecare - a
nec2T - necesar` 

men\inerii echilibrului [ntregului sistem de corpuri, adic`: 
   N74,164HT a

2

a

nec2  . 

Din ecua\ia (2) se ob\ine valoarea maxim` a for\ei de frecare- a
max2T , adic`: 

   N84,9874,1646,0NT a
22

a
max2  . 

Compar@nd cele dou` valori ale for\ei de frecare, adic`: 
     N84,98TN74,164T a

max2
a
nec2  , 

rezult` c` pentru echilibrul sistemului este necesar` existen\a blocului B . 
{n continuare se aplic` teorema echilibrului p`r\ilor pentru subsistemul 

constituit din bara rectilinie AC ]i bara curb` CD (sfert de cerc) ca [n figura (fig. 
Apl-2.25.d) la care se adaug` teorema echilibrului p`r\ilor pentru subsistemul 
constituit numai din blocul B (fig. Apl-2.25.b). 

Ecua\iile de echilibru pentru subsistemul constituit din bara rectilinie AC 
]i bara curb` CD (sfert de cerc) ca [n figura (fig. Apl-2.25.d) sunt: 

 













.03465,0V6,0N

,0RVN

,0NTH

A2

'

CA2

32A

 (4) 

Ecua\iile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din blocul B 
(fig. Apl-2.25.b) sunt:  
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.0GN

,0TN

B1

13  (5) 

Pentru echilibrul la limit` exist` tendin\` de mi]care at@t [ntre cap`tul D al 
barei curbe ]i planul orizontal c@t ]i [ntre blocul B ]i planul orizontal, astfel c` 
for\ele de frecare corespunz`toare sunt: 

 







.NT

,NT

222

111  (6) 

 Direc\ia reac\iunii din articula\ia cilindric` A are direc\ia tijei (60o cu 
orizontala) deoarece [ntre A ]i C este leg`tur` cu tij` rigid`. Astfel, [ntre 
componentele  AH   ]i  AV  este rela\ia: 

 o
AA 60tgHV  . (7) 

Introduc@nd rela\iile for\elor de frecare (6) ]i rela\ia (7) [n rela\iile (4) ]i 
(5) se ob\ine sistemul de cinci ecua\ii de forma (8), adic`: 

 























.0GN

,0NN

,03465,060tgH6,0N

,0R60tgHN

,0NNH

B1

113

o

A2

'

C

o

A2

322A

 (8) 

 Rezolvarea sistemului (8) se face cu ajutorul procedurilor din 
MATHCAD. {n tabel sunt introdu]i coeficien\ii necunoscutelor sistemului ]i 
termenii liberi. 
 

 N1 N2 N3 HA GB Membr. 2
1.  0 -0,6 -1 1 0 0 
2.  0 1 0 3  0 450 
3.  0 0,6 0 - 3 x0,3465 0 0 
4.  -0,5 0 1 0 0 0 
5.  1 0 0 0 -1 0 

REZ. 
131,705 
N 

164,739 
N 

65,853 
N 

164,696 
N 

131,705 
N - 
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Enter a non-singular matrix corresponding to the n equations in n unknowns:

Enter a vector of n constants:

M

0

0

0

0.5

1

0.6

1

0.6

0

0

1

0

0

1

0

1

3

3 0.3465

0

0

0

0

0

0

1

















 v

0

450

0

0

0



















soln lsolve M v( ) soln

131.705

164.739

65.853

164.696

131.705

















 "elem sol"

N1

N2

N3

HA

GB





















"elem sol"

N1

N2

N3

HA

GB























HA 164.696 VA HA 3 RA HA 2
VA 2 RA 329.392 N

Deci, greutatea minim` a blocului B este: 

  N705,131G minB  ,  

iar for\a exercitat` de c`tre ]tiftul C asupra barei AC este: 

  N392,329RR AC  .  

 

Apl. 2.26 
 
Sistemul de bare din 

figura Apl-2.26 este men\inut [n 
pozi\ia indicat` prin intermediul 
articula\ilor B ]i C, ]i a 
reazemului simplu cu frecare 
din A. S` se determine: 

a) valoarea minim` a 
coeficientului de frecare din A 
care poate asigura echilibrul 
sistemului; 

b) for\ele exercitate de c`tre 
]tifturile articula\iilor B ]i C 
asupra barei BC. 
 R`spuns:  

    a)  417,0 ;  
 b)   Nj120.1i467R A  ;    Nj680i833RC  . 

 kN8,1F1 

 kN3,1F2 3,6 m 

1,8 m

1,5 m 

4,5 m 

A C

B

D 

Fig. Apl-2.26 
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Apl. 2.27 

 
 P@rghia ABC este articulat` [n 
punctul A ]i conectat` la sistemul fix 
[n D prin intermediul barei BD [n 
form` de L (fig. Apl-2.27). Dac` se 
neglijeaz` greut`\ile proprii ale 
barelor ]i asupra m@nerului 
levierului [n C se ac\ioneaz` cu for\a 

 N400F  , s` se determine for\a 
exercitat` asupra ]tiftului din A de 
c`tre levier. 
 
 R`spuns:  
  N976,1074R A  ;   

o255,60 . 
 
 

Apl. 2.28 
 Sistemul 
de bare 
articulate din 
fig. Apl-2.28 
este supus 
ac\iunii for\ei 
orizontale de 
intensitate 
150N. S` se 
determine for\a 
ce ac\ioneaz` 
asupra bol\ului 
din A ]i for\a cu 
care sistemul de 
bare ac\ioneaz` 
prin punctul C 
asupra planului 
[nclinat. 
 
 
 

 R`spuns:    AR 280,32 N ;   CN 400 N . 

 

Fig. Apl-2.27 

 N400F 

0,1m

A 

0,2 m 

0,2 m 

0,5 m

B 

C

D 

Fig. Apl-2.28 

N)150(F 

A C

1,5 m 1,5 m 

4 m 

B 

60o 
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Fig.  Apl-2.29

0,6 m 

80 [Nm] 

Sferturi de 
cerc 

0,6 m

D

A B

 
Apl. 2.29 
S` se determine reac\iunile din  A  ]i  B 

(articula\ii cilindrice) dac` asupra barei curbe AD 
ac\ioneaz` un cuplu  mN80M   (fig. Apl-2.29). 
Fiecare bar` are forma de sfert de cerc ]i 
ambele au greut`\i neglijabile. 

 
 
 
 
 
 
 
 
R`spuns:   

  N67,66R Ax  ;   N67,66R Ay  ;  N28,94R B  . 

 
Apl. 2.30 

 {n figura Apl-2.30 discul D  este articulat cilindric [n centrul s`u A la bara 
omogen` B . Masele corpurilor sunt:  kg150m D   pentru discul D  ]i  

 kg200mB    pentru bara omogen` B.  {n ambele puncte de rezemare se 

neglijeaz` frecarea cu planul orizontal (discul) respectiv cu suprafa\a cilindric` 
(bara omogen`). S` se determine m`rimea for\ei orizontale, P, necesar` 
men\inerii [n echilibru a sistemului corpurilor  D  ]i  B. 
 

 R`spuns:    N46,1698P  . 

Fig. Apl-2.30

C

Suprfa\` 
neted` 

P  

R=2 m r = 1 m 

4 m 

D 

Suprfa\` 
neted` 

R=2 m 

B

A B
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Apl. 2.31 
Grinda cu 

z`brele din figura 
Apl-2.31 este 
[nc`rcat` cu sarcina 
concentrat` 

 kN40P   
aplicat` [n punctul 
(nodul) E.  

S` se 
determine 
eforturile [n toate 
barele grinzii cu 
z`brele din figur`. 

 
 
 
 

Rezolvare 
Grinda cu z`brele este static determinat` deoarece este [ndeplinit` 

condi\ia: 
3n2b  ,     310217  . 

Unghiurile din figura 5.1.a sunt: 
o62,22

2,7

3
arctg  ;   o45

3

3
arctg  . 

 Se determin` reac\iunile utiliz@nd teorema solidific`rii pentru [ntreaga 
grind` cu z`brele (fig. Apl-2.31.a): 

Fig. Apl-2.31 

E 

H

D

BA 

7,2 m 7,2 m

kN40P 

C 

3 m

3 m 3 m

7,2 m

F G

I J

Fig. Apl-2.31.a 

E

H 

D 

B

7,2 m 7,2 m

C

7,2 m 

F G 

I J

BN  

AH

AV  

kN40P 

A 
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;02,7P4,14N

,0PVN

,0H

B

AB

A

 (1) 

     

 .N102102104NPV

;N102kN40
2

1
P

2

1
N

;0H

444
BA

4
B

A







 

 Grinda cu z`brele fiind simetric` se determin` eforturile numai din barele 
p`r\ii din st@nga planului de simetrie vertical ce con\ine ]i bara IE ]i se atribuie 
]i celor simetrice astfel: BGAC SS  ,  BFAD SS  ,  FGCD SS  ,  JGCH SS  , 

EFDE SS    ]i  IJHI SS  . 
  Pentru partea din st@nga planului de simetrie vertical se determin` 
eforturile din barele grinzii cu z`brele aplic@nd metoda izol`rii nodurilor pornind 
de la nodul A ]i continu@nd, [n ordinea urm`toare, cu nodurile C, H ]i I.  

Ecua\iile de echilibru pentru nodul A (fig. Apl-2.31.b): 

 

 







;0cosSSV

,0sinSH

ACADA

ACA  (2) 

  
 .N102VS

,0H
sin

1
S

4
AAD

AAC







      

Ecua\iile de echilibru pentru nodul C (fig. Apl-2.31.c): 

  
















 










 




;0
2

sinSsinS

,0
2

cosSScosS

ACCH

ACCDCH

   (3) 

  
.0S

;0S

CD

CH




        

 Ecua\iile de echilibru pentru nodul D (fig. Apl-2.31.d):  

  







;0SS

,0SS

ADHD

CDDE        (4) 
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   .N102SS

;0SS
4

ADHD

CDDE




      

Ecua\iile de echilibru pentru nodul H (fig. Apl-2.31.e): 

 







;0cosSSsinS

,0sinScosSS

CHHDHE

CHHEHI  (5) 

 
   N102,5

62,22sin

102
S

sin

1
S 4

o

4

HDHE 





 ;  

    N108,462,22cos102,5cosSS 4o4
HEHI  .   

 

Fig. Apl-2.31. b, c, d, e, f

HIS

HES

HDSCHS



 x

y 

H O

nodul H 

IJSHIS

IES

x

y

I O 
nodul I 

e)     f) 

b)   c) d) 

nodul A 

ADS

AH

AV

ACS  

x 

y 

A O 

ACS

CDS

CHS



(/2) - C  O
x

y

nodul C

DES 

x

y 

D O 

HDS
nodul D

CDS

HDS

ADS
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Ecua\iile de echilibru pentru nodul I (fig. Apl-2.31.f): 

 








;0S

,0SS

IE

HIIJ
 (6) 

  N,SSi]S HIIJIE
410840  .  

 {n figura 5.1.g (nota\ia nodurilor nu coincide-alegerea este facut` prin 
program; eforturile se echivaleaz` compar@nd cu nota\iile din figura cu datele 

ini\iale) este reprezentat grafic rezultatul prelucr`rii datelor problemei cu 
ajutorul modulului “Truss Analysis” al programului MDSolids 3.0. Observa\ie: 
toate for\ele din figur` ([nc`rcare, reac\iuni ]i eforturi din bare) sunt date [n kN. 

Deci se verific` rezultatele ob\inute prin cele trei metode. 
 
 

Fig. Apl-2.31.g (reac\iunile ]i eforturile sunt indicate [n kN) 
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 Apl. 2.32 
Grinda cu z`brele din figura Apl-2.32 este [nc`rcat` cu sarcina distribuit` 

pe bara rezemat` pe 
grind` prin 
intermediul celor 
trei role din 
punctele C, D ]i F, 
de intensitate 

 m/kN4p  . S` 
se determine 
eforturile [n barele 
CB, CD, DB, BA ]i 
AC ale  grinzii cu 
z`brele din figur`. 

 
 

      Rezolvare: 
      Metoda I-a 

      Grinda cu 
z`brele este static 
determinat` deoare-
ce este [ndeplinit` 
condi\ia: 
  3n2b  ,        
 37211  . 
     Unghiurile din 
figura Apl-2.32.a 
sunt: 

o45
3

3
arctg  ; 

o56,71
1

3
arctg 

. 
 Se determin` 
reac\iunile 
exterioare utiliz@nd 

teorema solidific`rii pentru [ntreaga grind` cu z`brele (fig. Apl-2.32.a): 

 














;03P6N

,0PVN

,0H

G

AG

A

 (1) 

Fig. Apl-2.32.a 

E

D

F
C 

GA 

2 m 2 m 

1 m 

2 m 

1 m 1 m

B 

  kN164pP 

GN
AV

AH  

 

 

Fig. Apl-2.32 

E

D

F
C

GA 

2 m 2 m 

m/kN4p   

1 m 

2 m 

1 m 1 m

B 
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 .N1081081016NPV

;N108kN16
2

1
P

6

3
N

;0H

333
GA

3
G

A







 

 Grinda cu z`brele fiind simetric` se determin` eforturile numai din barele 
p`r\ii din st@nga planului de simetrie vertical ce con\ine ]i nodul D ]i se atribuie 
]i celor simetrice astfel: GFAC SS  ,  EGAB SS  ,  EFCB SS  ,  DFCD SS   ]i  

EDDB SS  . 
Pentru partea din st@nga planului de simetrie vertical se determin` 

eforturile din barele grinzii cu z`brele aplic@nd metoda izol`rii nodurilor 
pornind de la nodul A ]i continu@nd, [n ordinea urm`toare, cu nodurile B ]i C.  

Ecua\iile de echilibru pentru nodul A (fig. Apl-2.32.b): 

 








.0sinSsinSV

,0cosScosSS

ACABA

ABACAG
 (2) 

Ecua\iile de echilibru pentru nodul B (fig. Apl-2.32.c): 

 








.0sinSsinSS

,0cosScosS

DBABBC

ABDB
 (3) 

 Ecua\iile de echilibru pentru nodul C (fig. Apl-2.32.d): 

 
 

 









.090cosSS4/P

,090sinSS
o

ACBC

o
ACCD

 (4) 

b)    c)    d) 
 Fig. Apl-2.32.b,c,d 

AO 
x 

AV  

ABS  

AGS

 

ACS  

y 

CO

CDS  

BCS  

x 

P
4

1

 

ACS

y 

BO

x 

BDS

BCS

ABS

y 

  

90o -  
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Rezolvarea sistemului constituit din grupurile de ecua\ii de echilibru 
corespunz`toare celor trei noduri - rel. (2), (3) ]i (4), av@nd 6 ecua\ii ]i 6 
necunoscute, se face cu ajutorul procedurilor din MATHCAD. {n tabel sunt 
introdu]i coeficien\ii necunoscutelor sistemului ]i termenii liberi. 

 

 

 

Nec.  
Nr. ec. 
 

SAG SAC SAB SBC SDB SCD  Term. 
liber 

21 1 cos cos 0 0 0 0 

22 0 sin sin 0 0 0 -VA 

31 0 0 -cos 0 cos 0 0 

32 0 0 -sin 1 sin 0 0 

41 0 -sin(90o-) 0 0 0 1 0 

42 0 cos(90o-) 0 1 0 0 -P/4 

VA 8 10
3
N P 16 10

3
N  atan

3

3





  45deg  atan
3

1





  71.565deg

Enter a non-singular matrix corresponding to the n equations in n unknowns:

Enter a vector of n constants

M

1

0

0

0

0

0

cos  
sin  

0

0

sin 90deg  

cos 90deg  

cos  
sin  
cos  

sin  

0

0

0

0

0

1

0

1

0

0

cos  
sin  

0

0

0

0

0

0

1

0






















v

0

VA

0

0

0

P
4























soln lsolveM v( )

Solution: soln

5.333 10
3

4.216 10
3

5.657 10
3

7.461 10
14

5.657 10
3

1.333 10
3

























N soln

SAG

SAC

SAB

SBC

SDB

SCD

























SCD
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Metoda II-a  
(]i cu scop de verificare al rezultatelor ob\inute prin  metoda I-a) 

 Se determin` eforturile din barele AG, DB ]i CD ale grinzii cu z`brele 
aplic@nd metoda sec\iunilor (fig. Apl-2.32.e): 

  

 


















.
P

S

,
P

sinSV

,cosSSS

CD

DBA

DBCDAG

01
4

21

0
4

0

    (5) 

din ecua\ia (52) 

 ;N,

.
.

sin

V
P

sin
S

o

ADB

3

3
3

106575

108
4

1016

45

1

4

1



















 






  

din ecua\ia (53) 

  N,
,P

SCD
3

4

103331
12

1061

12



 ;   

din ecua\ia (51) 

    .N,,

cosSSS DBCDAG

333 103335
2

2

2

2
104103331 






 


  

Pentru determinarea eforturilor din barele AC, CD ]i AD se aplic` metoda 
izol`rii nodurilor pentru nodurile A ]i respectiv D (fig. Apl-2.32.b ]i c), 
ecua\iile (2) ]i (3), din care rezult` direct (numai dou` eforturi necunoscute [n 
fiecare grup de c@te dou` ecua\ii) eforturile necunoscute: 
din ecua\ia (2) 

Fig. Apl-2.32.e 

C 

AO 

AGS

 
1 m 

2 m 

1 m 

B 

 





  N104

4

P
P 3

1

I

I

DBS

CDS

x

y 

AV
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   ;N10-4,217

4556,71sin
2

2
10810333,5

sin

45cosV45sinS

cossincossin

cosVsinS
S

3

oo

33

o

A

o

AGAAG
AC

















 

din ecua\ia (31) 

   ;N10657,5SS 3
DBAB 


      

din ecua\ia (32) 

  .0sinSsinSS DBABBC 


     

 {n figura Apl-2.32.f  este reprezentat grafic rezultatul prelucr`rii datelor 

problemei cu ajutorul modulului “Truss Analysis” al programului MDSolids 3.0. 
Observa\ie: toate for\ele din figura Apl-2.32.f ([nc`rcare, reac\iuni ]i eforturi din 
bare) sunt date [n kN. 

Deci se verific` rezultatele ob\inute prin cele trei metode. 

Fig. Apl-2.32.f (reac\iunile ]i eforturile sunt indicate [n kN) 
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 Apl. 2.33 
S` se determine eforturile [n toate barele grinzii cu z`brele din figura Apl-

2.33. 
 

      R`spuns:  
 kNSAB 48  - {; 
 kNSCD 36  - C; 

0EFS ; 
 kN,SAC 8124 -C; 

 kN,SCE 693  - C; 
 kN,SEG 693  - C; 
 kN,SBD 486  - {; 
 kN,SDF 486  - {;  
 kN,SFG 486  - {;  

0DES . 
 
 

 

B 

D F G

E

C A 

3 m 

2,4 m 2,4 m 2,4 m

m/kN15p   

Fig. Apl-2.33 

Fig. Apl-2.33.a (reac\iunile ]i eforturile sunt indicate [n kN) 
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22..bb..    AANNAALLIIZZAA  SSTTAATTIICC~~  --  SSoolliiddWWoorrkkss  
 
1. Deschidem piesa BATIU-exercitiu (fig. 2.6). 

 
Fig. 2.6 

2. Click st@nga pe iconita  ce 

reprezinta COSMOS AnalysisManager 

]i rezultatul actiunii este reprezentat [n 

figura 2.7. 

 

 

 Fig. 2.7 

3. Click dreapta pe   BATIU- exercitiu,  apoi click st@nga pe Study (fig. 
2.8), rezultatul actiunii este reprezentat [n figura 2.10.  

3’. La rezultatul din figura  2.10 se ajunge si prin actiunile: click dreapta pe   

Study din COSMOSWorks de pe bara cu meniuri (fig. 2.9). 
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Fig. 2.8 Fig. 2.9 

 
4. Se selecteaza din Type studiul Static (sau alte tipuri). Click OK  si 

rezultatul este reprezentat [n figura  2.11. 
 

 

 

 

Fig. 2.10 Fig. 2.11 Fig. 2.12 Fig. 2.13 
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5. Click dreapta pe iconita    si   rezultatul este reprezentat 

[n figura  2.12. 

6. Click st@nga pe iconita  pentru a realiza legatura la sistemul 

fix (restric\ii [n mobilitate),  si rezultatul este reprezentat [n figura  2.13. 

6’.   Acela]i rezultat se ob\ine si daca se face click  st@nga pe iconita  

     de pe bara cu instrumente ]i rezultatul este reprezentat tot 

[n figura  2.13. 

7. Selectam fata 2, indicat` [n dreptunghiul albastru prin  Face 2  ]i  
rezultatul ac\iunii este reprezentat [n figura 2.14.  Click OK. 

 

8. Click dreapta pe iconita  si rezultatul este reprezentat [n 

figura  2.12. 

 
Fig. 2.14 

9. Click st@nga pe iconi\a  

pentru [nc`rcarea piesei cu for\e ]i 

rezultatul este reprezentat [n 

figura  2.15. {n aceast` etap` se 

alege tipul de for\` ]i punctual de 

aplica\ie al acesteia (prima casu\` 

din zona Type). {n c`su\a a doua 

se selecteaz` directia (paralel` cu 

o muchie sau perpendicular` pe 

un plan; sunt ]i alte posibilit`\i).  

Click OK.  
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Fig. 2.15 

 

 
Fig. 2.16 

10. Click dreapta pe iconita   (vezi  figura  2.16). 

11. Click dreapta pe iconita         (vezi figura  2.16).  
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13. Click Results (fig. 2.19) ]i se ob\in [n trei imagini deplas`rile ]i 
deforma\iile piesei supusa solicit`rii. 
14. Click Report  ]i ob\ine rezultatul analizei de forma general` de mai jos. 

        Dupa  click dreapta din etapa 11 se deschide 

casu\a Mesh Parameters (vezi  figura  2.17) [n 

care se stabilesc dimensiunile si tolerantele 

discretizarilor ]i dupa click OK apare 

discretizarea (mesh-area) din figura 2.16. 

 {n loc de  click dr. pe iconita  

se face  click dr. pe iconita   

]i result` at@t mesh-area c@t ]i deplas`rile ]i 

tensiunile. {n primul caz este necesar sa se 

parcurga etapa 12.  

 

 

 Fig. 2.17 

 

Fig. 2.18 

 

Fig. 2.19 

12. Click dreapta pe iconita   ]i se deschide fereastra 

reprezentat` [n figura  2.18.     

       Click st@nga pe iconita  ]i rezult` deplas`rile ]i 
tensiunile, ca in cazul parcurgerii etapei 11. Rezulta pe ecran reprezentarea din 
figura 2.19, adica rezultatele analizei statice cuprinse [n Report  ]i Results. 
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Stress analysis of BATIU-exercitiu 
 

Note: 
Do not base your design decisions solely on the data presented in this report. Use this information in 
conjunction with experimental data and practical experience. Field testing is mandatory to validate your final 
design. COSMOSWorks helps you reduce your time-to-market by reducing but not eliminating field tests. 
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Study Properties 

Study name Study 1 

Analysis type Static 

Mesh Type: Solid Mesh 

Solver type FFEPlus 

Inplane Effect:  Off 

Soft Spring:  Off 

Inertial Relief:  Off 

Thermal Effect:  Input Temperature 

Zero strain temperature 298.000000 

Units Kelvin 

Include fluid pressure effects from 

COSMOSFloWorks 

Off 

Friction:  Off 

Ignore clearance for surface contact Off 

Use Adaptive Method:  Off 

SI 

Unit system: SI 

Length/Displacement m 

Temperature Kelvin 

Angular velocity rad/s 

Stress/Pressure N/m^2 

Proprietatile materialului 
No. Body Name Material Mass Volume 
1 BATIU [SW]AISI 304 0.82763 kg 0.000103454 m^3 
 
Material name: [SW]AISI 304 
Description:  

Material Source: Used SolidWorks material 

Material Library Name: solidworks materials 

Material Model Type: Linear Elastic Isotropic 
 
Property Name Value Units Value Type 
Elastic modulus 1.9e+011 N/m^2 Constant 

Poisson's ratio 0.29 NA Constant 

Shear modulus 7.5e+010 N/m^2 Constant 

Mass density 8000 kg/m^3 Constant 

Tensile strength 5.1702e+008 N/m^2 Constant 

Yield strength 2.0681e+008 N/m^2 Constant 

Thermal expansion 
coefficient 

1.8e-005 /Kelvin Constant 

Thermal conductivity 16 W/(m.K) Constant 
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Specific heat 500 J/(kg.K) Constant 
Forta concentrata. Incastrarea face imobilizarea. 

Restraint 
Restraint name Selection set Description 
Restraint-1 <BATIU>  on 1 Face(s) fixed.   

Load 
Load name Selection set Loading type Description 
Force-1 <BATIU>  on 1 Vertex(s) apply  

force 50 N  normal to 
reference plane  with 
respect to selected 
reference Edge< 1 > 
using uniform 
distribution  

Sequential Loading  

CCOONNNNEECCTTOORR  DDEEFFIINNIITTIIOONNSS  

               No Connectors were defined 

CCOONNTTAACCTT  

Contact state: Touching faces - Bonded 

MMEESSHH  IINNFFOORRMMAATTIIOONN  

Mesh Type: Solid Mesh 

Mesher Used:  Standard 

Automatic Transition:  Off 

Smooth Surface:  On 

Jacobian Check:  4 Points  

Element Size: 4.6959 mm 

Tolerance: 0.23479 mm 

Quality: High 

Number of elements: 8396 

Number of nodes: 16685 

Time to complete mesh(hh;mm;ss):  00:00:02 

Computer name:  MECANICA-1061EC 

Design Scenario Results 
        No data available. 
Sensor Results 

        No data available. 
Reaction Forces 

Selection set Units Sum X Sum Y Sum Z Resultant 

Entire Body N 0.0536094 -50.0005 -0.0333881 50.0005 
Free-Body Forces 

Selection set Units Sum X Sum Y Sum Z Resultant 
Entire Body N 0.00599593 0.000853386 -0.000369708 0.00606763 

Free-body Moments 
Selection set Units Sum X Sum Y Sum Z Resultant 
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Entire Body N-m 0 0 0 1e-033 

Bolt Forces 

        No data available. 

Pin Forces 

        No data available. 
 

Study Results 

Default Results 
Name Type Min Location Max Location 

Stress1 VON: von 
Mises Stress 

7527.42 N/m^2 
Node: 8456 

(108 mm, 
-110 mm, 
-30 mm) 

1.08553e+008 
N/m^2 
Node: 16685 

(-110 mm, 
-105.026 mm, 
19.1809 mm) 

Displacement1 URES: 
Resultant 
Displacement 

0 m 
Node: 55 

(-110 mm, 
-110 mm, 
-30 mm) 

0.00753946 m 
Node: 1671 

(110 mm, 
-110 mm, 
30 mm) 

Strain1 ESTRN: 
Equivalent 
Strain 

3.25987e-008  
Element: 7176 

(108 mm, 
-108.854 mm, 
-28.8462 mm) 

0.000302214  
Element: 7799 

(-106.466 mm, 
-105.915 mm, 
18.1665 mm) 

 

 

Fig. 2.20.  BATIU-Study 1-Stress-Stress1 
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Fig. 2.21.  BATIU-Study 1-Displacement-Displacement1 
 

 

Fig. 2.22.  BATIU-Study 1-Strain-Strain1 
Conclusion 

- 
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2.c.  Analiza statica - SolidWorks 

ALTE EXEMPLE 

 

 
 

Fig. 2.23.- Ansamblul structurii pentru care se fac studiile statice  
si cinematice cu ajutorul programului SOLIDWorks 

 
 

Fig. 2.24.  Ansamblul structurii pentru care se fac studiile statice  
si cinematice cu ajutorul programului SOLIDWorks – in explozie 
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Fig. 2.25.  Restrictii si incarcarea statica realizate cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks –sectiune in ansamblu 

 

 
 

Fig. 2.26.  Restrictii si incarcarea statica realizate cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks 
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Fig. 2.27.  Mesh-area  realizata cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks  

 

 
 

Fig. 2.28.  Deplasarile rezultate din incarcarile statice realizate cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks Deplasari – alte restrictii 
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Fig. 2.29.  Tensiunile (N/m2 ) rezultate din incarcarile statice realizate cu  
ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSWorks – alte restrictii 

 

 
 

Fig. 2.30.  Intindere-compresiune - rezultate din incarcarile statice  
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSWorks 
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Fig. 2.31.   Restrictii si incarcarea statica realizate cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks– alte restrictii 

 

 
 

Fig. 2.32.  Deplasarile rezultate din incarcarile statice realizate cu ajutorul  
programului SOLIDWorks – COSMOSWorks– alte restrictii 
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Fig. 2.33.  Tensiunile (N/m2 ) rezultate din incarcarile statice realizate cu  
ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSWorks– alte restrictii 

 

 
 

Fig. 2.34.   Intindere-compresiune - rezultate din incarcarile statice realizate 
 cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSWorks– alte restrictii 
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33..  NNOOTTIIUUNNII  GGEENNEERRAALLEE  DDEE  CCIINNEEMMAATTIICCAA  
 

3.1. Traiectorii, viteze, accelera\ii 
Pentru a cunoa]te traiectoria unui punct material, este necesar a fi 

cunoscut vectorul de pozi\ie al acestui punct material ca func\ie de timp 
(uniform`, continu` ]i derivabil` de dou` ori), vector de pozi\ie ce are originea 
[ntr-un punct fix  O  din spa\iu (fig. 3.1). {n problemele spa\iale, vectorul de 
pozi\ie are [n componen\` 3 parametri scalari variabili [n timp, care [n func\ie de 
sistemul de referin\` ales pot fi: coordonatele carteziene, coordonatele sferice, 
coordonatele cilindrice etc. 
 Traiectoria unui punct material este locul geometric al pozi\iilor 
succesive ale extremit`\ii vectorului de pozi\ie  OM)t(r  ,  al punctului material 
[n timpul mi]c`rii sale. Pentru cunoa]terea mi]c`rii punctului  M,  este necesar` 
cunoa]terea ecua\iilor parametrice ale traiectoriei acestuia, care pot fi: 
 - [n coordonate carteziene 

 )t(zz);t(yy);t(xx  ; (3.1) 

 - [n coordonate cilindrice 

 )t(zz);t();t(rr  ; (3.2) 

 - [n coordonate sferice  

 )t();t();t(rr  . (3.3) 

        Rela\iile de leg`tur` [ntre coordonatele carteziene ]i coordonatele cilindrice 
 

 C

 tr  

 ttr 
O 

v

M M’ 

Tangenta la 
 curba C   in M 

 
 

Fig. 3.1. 
 

respectiv coordonatele sferice 
sunt stabilite [n capitolul 2 (statica 
punctului material).  
          Viteza. Consider`m punctul 
material [n pozi\ia  M,  la 
momentul  t,  pozi\ionat prin 
vectorul de pozi\ie  )t(r   ]i [n 

pozi\ia  M',  la momentul   (t+t),  
pozi\ionat prin vectorul de pozi\ie  

)tt(r    ca [n figura 3.1. 
 Viteza medie a punctului material mobil [ntre pozi\iile  M  ]i  M’  este prin 
defini\ie: 

  
t

'arcMM
vm 

 .       (3.4) 
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 Vectorul vitez` instantanee este dat de derivata [n raport cu timpul a 
func\iei vectoriale de timp, vectorul de pozi\ie  )t(r ,  adic`: 

 
   

t

'MM
lim

t

trttr
lim

dt

rd
v

0t0t 








; (3.5) 

 

;vs1
t

'arcMM
lim

'arcMM

'MM
lim

'MM

'MM
lim

t

'arcMM

'arcMM

'MM

'MM

'MM
limv

0t0t0t

0t

















 (3.6) 

  vr
dt

rd
v  . (3.7) 

 Mi]carea punctului  M  pe traiectoria   C   fiind cunoscut`, rela\ia care o 
descrie este: 
       )t(ss  ,         (3.8) 
cunoscut` deasemeni ]i poart` denumirea de ecua\ie orar` a mi]c`rii. 

Din rela\ia de defini\ie a vitezei (3.5) rezult` urm`toarea ecua\ie 
dimensional` a acestei m`rimi: 

   1TL
T

L
v  . 

{n sistemul interna\ional de unit`\i (SI) viteza se m`soar` [n metri pe 
secund` (m/s). 
 Accelera\ia  punctului  M  este  m`rimea  vectorial`  care  caracterizeaz`  

 

 

C 

1v

M1 

2v  

3vM2

M3 

 

1v
 

N3 

N1 

N2
2v

3v

P 

 
a) b) 

 
Fig. 3.2. 
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varia\ia [n timp a vectorului vitez`. Pentru a o determina, alegem un punct 
arbitrar P (fig. 3.2,b) [n care construim vectori echipolen\i cu vectorii vitez`  

n21 v,...,v,v   ai punctului mobil  M  (fig. 3.2,a), aflat [n diferite pozi\ii pe 
traiectoria sa   C . 

Unind v@rfurile vectorilor echipolen\i construi\i cu originea [n  P  ob\inem 
o curb`      numit` hodograful vitezelor (fig. 3.2, b),, dup` cum unind 
v@rfurile tuturor vectorilor de pozi\ie  r   am ob\inut curba   C   descris` de 
punctul material. {n timp ce punctul material mobil  M  parcurge traiectoria sa, 
punctul  N  parcurge traiectoria v@rfului vectorului vitez` (hodograful vitezelor), 
astfel [nc@t atunci c@nd punctul M se afl` [ntr-o anumit` pozi\ie pe traiectoria sa  
 C   ]i are viteza  v ,  punctul  N  corespunz`tor de pe curba      se afl` [n 
pozi\ia [n care vectorul s`u de pozi\ie este  v .  Calcul`m viteza punctului  N.  
Pentru aceasta este suficient doar s` [nlocuim [n formula vitezei (3.7) vectorul de 
pozi\ie  r   prin vectorul vitez`  v   ]i vom avea: 

 arv
dt

vd
vN   . (3.9) 

Cu alte cuvinte viteza de deplasare a punctului  N,  v@rful vectorului pe 
hodograful vitezei      este chiar accelera\ia punctului material  M  [n 
mi]carea real` pe curba   C . 

Din rela\ia de defini\ie (3.9) a accelera\iei rezult` urm`toarea ecua\ie 
dimensional` a acestei m`rimi: 

     2
2

TL
T

L

T

v
a  . 

{n sistemul interna\ional de unit`\i (SI) accelera\ia se m`soar` [n metri pe 
secund` la p`trat (m/s2). 

 

3.2. Componentele vitezei ]i ale accelera\iei [n 
diferite sisteme de coordonate 

 

3.2.1. Sistemul de coordonate carteziene 
 

Exprim`m vectorul de pozi\ie [n func\ie de proiec\iile sale pe axele unui 
sistem cartezian  Oxyz,  ale c`ror direc\ii sunt fixe, date de versorii constan\i 

k,j,i . 

         ktzjtyitxtr  . (3.10) 

Deriv`m rela\ia (3.10) [n raport cu timpul: 
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 k)t(zj)t(yi)t(xk)t(zj)t(yi)t(xv   . (3.11) 

 Deoarece  0k,0j,0i   ,  rezult` expresia vectorului vitez` [n 
func\ie de proiec\iile sale pe axele sistemului cartezian de referin\`: 

 kvjvivv zyx   (3.12) 

]i modulul s`u 

 2
z

2
y

2
x

222 vvvzyxv   . (3.13) 

Apoi deriv`m rela\ia (3.12) [n raport cu timpul, ]i din acelea]i 
considerente, ob\inem expresia vectorului accelera\ie [n func\ie de proiec\iile 
sale pe axele sistemului cartezian ]i modulul s`u: 

 kvjvivkzjyixva zyx    (3.14) 

 2
z

2
y

2
x

222 aaazyxa    (3.15) 

 

3.2.2. Sistemul de coordonate polare 
 

 

 tr  

v  
a  



n  

O 

M

x 

y 

(t) 

(t) 

 
 

Fig. 3.3. 
 

    
  Acest sistem de coordonate se 
utilizeaz` pentru studiul mi]c`rilor 
plane ale punctului material, fapt 
pentru care axele sistemului xOy ]i 
ale sistemului polar cu versorii    
]i n , sunt coplanare cu planul 
mi]c`rii (fig. 3.4). Axele sistemului 
polar sunt mobile, deci parametrii  
   ]i  n   sunt variabili [n direc\ie ]i 
exprima\i [n func\ie de timp prin 
expresiile:  

 








jcosisinn

jsinicos
 (3.16) 

Deriv`m [n raport cu timpul rela\iile (3.16): 

 













jsinicosn

njcosisin
 (3.17) 
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{ntre coordonatele carteziene ]i cele polare ale aceluia]i punct exist` 
rela\iile: 

 






.sinry

,cosrx
 (3.18) 

{n general, [n timpul mi]c`rii punctului material, coordonatele sale polare 
se schimb`, adic` sunt func\ii de timp  )t(),t(rr  ,  motiv pentru care 
rela\iile (3.18) reprezint` ecua\iile parametrice ale traiectoriei ]C[  a punctului  
M,  parametrul fiind timpul. 

Din schi\` se observ` c` vectorul de pozi\ie  r   ]i versorul     sunt 
coliniari, adic`: 

  rr  (3.19) 

 Deriv`m [n raport cu timpul rela\ia (3.19) ]i av@nd [n vedere ]i rela\ia 
(3.171), ob\inem vectorul vitez` a punctului  M,  

 nrrrrrv    (3.20) 

Proiec\iile vectorului vitez`   v ,  pe axele sistemului de coordonate polare 
de versori     ]i  n ,  sunt: 

  










,rv

,rv

n



 (3.21) 

iar modulul s`u 

  22 rrv    (3.22) 

Deriv`m [n raport cu timpul rela\ia (3.20) ]i ob\inem vectorul accelera\ie  
a punctului  M: 

 nrnrnrrrva   , 

sau ordonat` dup` versorii axelor 

     nrr2rra 2   . (3.23) 

Proiec\iile vectorului accelera\ie  a   pe axele sistemului de coordonate de 
versori     ]i  n ,  sunt: 

 










,rr2a

,rra

n

2




 (3.24) 
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iar modulul s`u 

    222 rr2rra   . (3.25) 

 
 

3.2.3. Sistemul de coordonate intrinseci (naturale sau 
triedrul lui Frenet) 

 
 Acest sistem de coordonate este un sistem mobil, triortogonal, cu originea 
pe curb` [n punctul  M, av@nd ca axe (fig. 3.4):   

 tangenta la curb`, de versor     cu sensul pozitiv [n sensul de cre]tere 
al arcului  s; 

 normala principal`, adic` normala din planul osculator al curbei 
(planul limit` determinat de tangenta [n  M  ]i un punct  M’  ce tinde 
c`tre  M), pozitiv` spre centrul de curbur`, cu versorul   ; 

 binormala, adic` normala perpendicular` pe planul osculator al c`rui 
versor se noteaz` cu   ,  pozitiv astfel ca versorii   ,     ]i   ,  [n 
aceast` ordine, s` formeze un triedru drept. 

 
 

 

C 

O 

M

M’

v

Planul osculator 

MO 

a

a

a  



   

 tr  

   

st 

 
Fig. 3.4. 

 
Utiliz`m dou` din formulele lui Frenet ]i anume: 

 
ds

rd
,     




 1

ds

d
,  (3.26) 
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unde     este raza de curbur`. 
Cu ajutorul rela\iei de defini\ie a vectorului vitez` (3.7) ]i a rela\iei 

(3.261), rezult` expresia vectorului vitez` [n sistem de coordonate intrinseci 
(triedrul lui Frenet): 

 vs
dt

ds

ds

rd

ds

ds

dt

rd
rv   , 

  vsv  ,  (3.27) 

Pentru stabilirea proiec\iilor vectorului accelera\ie pe axele triedrului lui 
Frenet, deriv`m rela\ia (3.27): 

     vvv
dt

d
vra ,  (3.28) 

]i \inem cont de rela\ia (3.262), astfel c`: 

 v
1

dt

ds

ds

d

ds

ds

dt

d









 . (3.29) 

Deci, cu  (3.29)  [n  (3.28), ob\inem expresia vectorului accelera\ie func\ie  
de proiec\iile sale pe axele intrinseci: 

 


1

vva 2 . (3.30) 

Proiec\iile vectorului accelera\ie pe axele triedrului Frenet sunt: 

 























0a

v
a

va
2



 (3.31) 

iar modulul 

  
22

2 v
va 










   (3.32) 

Observa\ii: 
 Vectorul accelera\ie apar\ine planului osculator (proiec\ia vectorului 

accelera\ie pe axa de versor    este nul`). 
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 Accelera\ia tangen\ial`  a   d` informa\ii [n leg`tur` cu viteza de 
varia\ie a m`rimii vectorului vitez` ]i poate fi pozitiv` sau negativ`, 
dup` cum coincide ca sens cu sensul vectorului vitez` sau nu. 

 Accelera\ia normal`  a   d` informa\ii despre viteza de varia\ie a 
direc\iei vectorului vitez` ]i este orientat` [ntotdeauna [n sensul pozitiv 
al versorului    (spre centrul de curbur`). 
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44..  CCIINNEEMMAATTIICCAA  SSOOLLIIDDUULLUUII  RRIIGGIIDD    
 

4.1. Mi]carea general` a solidului rigid 
 

4.1.1. Generalit`\i 
 

Formularea problemei: cunosc@ndu-se mi]carea unui solid rigid [n raport 
cu un sistem de referin\` fix se cere s` se determine traiectoria, viteza ]i 
accelera\ia unui punct oarecare al solidului [n raport cu acest sistem de referin\`,  

 
 iv

  Mi 

ia

 C

ir

O
1k  

O1 1i  
1j  

i1r

O1r
k

j  
i  

1x

1y

1z

x  

y

z  

 
Fig. 4.1. 

la un moment  t  
arbitrar ales.  Pentru 
rezolvarea problemei 
alegem dou` sisteme 
de referin\`: unul fix  
O1x1y1z1  ]i al doilea 
mobil  Oxyz  solidar 
cu rigidul a c`rei 
mi]care se studiaz` 
(fig. 4.1). Mi]carea 
sistemului de referin\` 
mobil  Oxyz,  fa\` de 
cel fix  O1x1y1z1,  este 
cunoscut` deoarece 
este cunoscut` 
mi]carea rigidului cu 
care acest sistem de 
referin\` este solidar. 

Cu aceste considerente, punctul  Mi,  unul oarecare al solidului, are o 
pozi\ie determinat` invariabil fa\` de sistemul de referin\`  Oxyz  pe toat` durata 
mi]c`rii. Rezult` a]adar c` orice punct  Mi  al solidului are coordonatele 

iii z,y,x ,  [n raport cu sistemul  Oxyz,  determinate ]i constante. 
Pozi\ia sistemului  Oxyz  [n timpul mi]c`rii este determinat` dac` se 

cunoa]te vectorul de pozi\ie  10r   al originii  O  a sistemului mobil ]i pozi\iile 

axelor acestui sistem adic` versorii axelor acestuia  k,j,i . 
Pozi\ia rigidului fiind variabil` [n timp ]i invariabil` fa\` de sistemul 

Oxyz,  patru func\ii vectoriale de timp vor determina mi]carea rigidului fa\` de 
sistemul de referin\` fix O1x1y1z1: 

        tkk;tjj;tii;trr 1010  . (4.1) 

Ultimele trei func\ii vectoriale din rela\iile (4.1) trebuie s` [ndeplineasc` 
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urm`toarele condi\ii: 

 1kk;1jj;1ii  ; 0ik;0kj;0ji  .      (4.2), 
(4.3) 

 {ntr-adev`r, vectorii  k,j,i   fiind versori justific` condi\iile (4.2) ]i 
[ntruc@t apar\in unor axe triortogonale drepte se justific` ]i condi\iile (4.3).  

Rezult`, a]adar c` din cele 12 necunoscute scalare corespunz`toare celor 
patru vectori (4.1), r`m@n doar ]ase independente ]i astfel pozi\ia unui solid 
rigid fa\` de un sistem de referin\` fix  O1x1y1z1  depinde (este determinat`) de 
]ase parametrii scalari independen\i adic` are ]ase grade de libertate. 

 
 

4.1.2. Derivata unui vector dat prin proiec\ii pe axele 
unui sistem de referin\` mobil 

Consider`m un vector  )t(u   dat prin proiec\iile sale  )t(ux , )t(uy  ]i )t(uz  

pe axele sistemului de referin\` mobil  Oxyz: 

         ktujtuitutu zyx   (4.4) 

Deriv@nd [n raport cu timpul rela\ia (4.4), ob\inem: 

 kujuiukujuiuu zyxzyx
  ,  (4.5) 

unde versorii  j,i   ]i  k   sunt constan\i [n m`rime, dar variabili [n direc\ie. 
Exprim`m derivatele acestor versori [n func\ie de proiec\iile lor pe axele 

sistemului mobil de coordonate: 

 

     
     
     















kkkjjkiikk

kkjjjjiijj

kkijjiiiii







 (4.6) 

Deriv@nd rela\iile (4.2) ]i (4.3) ob\inem: 

 0kk2;0jj2;0ii2    (4.7) 
















y

x

z

ikik

kjkj

jiji







       (4.8)  

Nota\iile introduse [n ultimele rela\ii, [n mecanic` reprezint` proiec\iile 
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vectorului vitez` unghiular` pe axele unui sistem de coordonate mobil. Sub 
form` vectorial` se scrie: kji zyx   

 Dac` introducem [n rela\iile (4.6) rela\iile (4.7) ]i (4.8), atunci ob\inem: 

 



























100

kji

jik

010

kji

kij

001

kji

kji

zyxxy

zyxxz

zyxyz







, (4.9) 

deci 
















kk

jj

ii







, numite ]i rela\iile lui Poisson. (4.10) 

Introducem  expresiile  derivatelor  versorilor  sistemului  mobil,  date  de  
rela\iile (4.10), [n expresia derivatei [n raport cu timpul (4.5) a vectorului  tu  ]i 
ob\inem: 

 




)k(u)j(u)i(ukujuiu
dt

ud
u

zyxzyx 



  kujuiu
t

u
zyx 




 , 

 u
t

u

dt

ud





 , (4.11) 

[n care: 

kujuiu
t

u
zyx 




 ,  este derivata relativ` (local`), vectorul care 

are proiec\iile pe axele sistemului mobil  Oxyz  egale cu derivatele [n raport cu 
timpul ale proiec\iilor vectorului  u   pe axele aceluia]i sistem de coordonate 
mobil: 
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dt

ud
,  este derivata absolut`, vectorul a c`rui proiec\ii pe axele sistemului 

fix sunt egale cu derivatele [n raport cu timpul a proiec\iilor vectorului  u   pe 
axele aceluia]i sistem de coordonate fix. 
 
 

4.1.3. Traiectorii 

Din figura 4.1 se poate scrie rela\ia vectorial` de leg`tur` [ntre vectorul de 
pozi\ie  i1r   al punctului  Mi  [n raport cu sistemul de referin\` fix, vectorul de 
pozi\ie  O1r   al originii sistemului de referin\` mobil  O  fa\` de cel fix ]i vectorul 
de pozi\ie al punctului  Mi  [n raport cu sistemul de referin\` mobil, adic`:   

 iO1i1 rrr  , (4.12) 

unde 














.kzjyixr

,kzjyixr

,kzjyixr

iiii

1O11O11O1O1

1i11i11i1i1

 (4.13) 

Ecua\iile parametrice ale traiectoriei C punctului  Mi  se ob\in  
proiect@nd rela\ia (4.12), utiliz@nd ]i (4.13), pe axele sistemului de referin\` fix  
O1x1y1z1, adic`: 

 

     
     
     














1i1i1iO1i1

1i1i1iO1i1

1i1i1iO1i1

k,kcoszk,jcosyk,icosxzz

j,kcoszj,jcosyj,icosxyy

i,kcoszi,jcosyi,icosxxx

 (4.14) 

 

4.1.4. Distribu\ia de viteze ]i accelera\ii 

Distribu\ia de viteze. 
Prin derivarea [n raport cu timpul a rela\iei (4.12) se ob\ine:  

  iO1i1 rrr   ,        (4.15) 

unde  ii1 vr    ]i  OO1 vr    reprezint` vitezele punctului  Mi  ]i respectiv a 
originii triedrului Oxyz corespunz`toare unui moment oarecare din timpul 
mi]c`rii solidului. {n privin\a vectorului  ir   se constat` c` este definit prin 
proiec\iile lui pe axele unui sistem de referin\` mobil (solidar cu rigidul) ]i prin 
urmare derivata sa se calculeaz` cu rela\ia (4.11), adic`: 

          i
i

i r
t

r
r 




 .       (4.16) 

Deoarece vectorul de pozi\ie  kzjyixr iiii    are proiec\iile pe 
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axele sistemului de referin\` mobil  Oxyz (solidar cu rigidul nedeformabil), 
derivatele acestora [n raport cu timpul sunt nule, ceeace face ca rela\ia (4.16) s` 
devin`: 

       ii rr  , (4.17) 

iar rela\ia (4.15) se transform` corespunz`tor [n: 

 iOi rvv    , (4.18) 

numit` rela\ia lui Euler pentru distribu\ia vitezelor [ntr-un rigid. 
Proiect@nd rela\ia (4.18) pe axele sistemului de referin\` mobil  Oxyz, 

preg`tind [n prealabil vectorii componen\i, adic`: 

 kvjvivv iziyixi  ,  kvjvivv OzOyOxO  , 

 

iii

zyxi

zyx

kji

r  , 

se ob\in proiec\iile vectorului vitez` pe axele sistemului de referin\` mobil  
Oxyz, sub forma (4.19):  

 
















yixiOziz

xiziOyiy

ziyiOxix

xyvv

zxvv

yzvv

 (4.19) 

Observa\ie 

 

O

u  

i  

Mj 

Mi 
jr

iv

jv

ir

j

pr ju v   

pr iu
v   

 

Fig. 4.2. 

     Proiec\iile vitezelor a 
dou` puncte ale unui solid 
rigid [n mi]carea general`, 
pe direc\ia determinat` de 
cele dou` puncte, sunt egale 
[ntre ele (fig. 4.2). 
     Aplic`m rela\ia lui Euler 
pentru punctele  Mi  ]i  Mj:       

     







.rvv

,rvv

jOj

iOi
 

Sc`z@nd cele dou` rela\ii ob\inem: 

 ijji MMvv       sau     ijijji MMMMvv       
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   ijijijjiji MMMMMMvMMv   

Ultimul termen (produsul mixt) din membrul doi este nul, ceeace conduce 
la rela\ia:  

 jijjiiji cosMMvcosMMv   

sau dup` [mp`r\ire cu  ijMM , avem 

 jjii cosvcosv  . (4.20) 

Distribu\ia de accelera\ii. 
Prin derivare [n raport cu timpul a rela\iei lui Euler de distribu\ie a 

vitezelor (4.18) se ob\ine: 

 iiOi rrvv   ,  (4.21) 

unde  
 ii av    este accelera\ia punctului  Mi; 

OO av  este accelera\ia originii sistemului de referin\` mobil  Oxyz; 

    este  accelera\ia unghiular` a sistemului de referin\` mobil Oxyz , 
deci ]i a rigidului care este solidar cu sistemul mobil. 

Deasemeni, [n privin\a vectorului  ir   se constat` c` este definit prin 
proiec\iile lui pe axele unui sistem de referin\` mobil (solidar cu rigidul) ]i prin 
urmare derivata sa se calculeaz` cu rela\ia (4.11), [n forma: 

 i
i

i r
t

r
r 




 , (4.16) 

iar vectorul de pozi\ie  kzjyixr iiii    av@nd proiec\iile pe axele 
sistemului de referin\` mobil  Oxyz (solidar cu rigidul nedeformabil), derivatele 
acestora [n raport cu timpul sunt nule, ceeace face ca rela\ia (4.16) s` devin`: 

 ii rr  , (4.17) 

iar rela\ia (4.21) se transform` corespunz`tor [n: 

  iiOi rraa   (4.22) 

adic`, rela\ia de distribu\ie a accelera\iilor [n mi]carea general` a solidului rigid 
sau rela\ia lui Rivals. 

Proiect@nd rela\ia (4.22) pe axele sistemului de referin\` mobil  Oxyz, 
preg`tind [n prealabil vectorii componen\i, adic`: 
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 kajaiaa iziyixi  ,  kajaiaa OzOyOxO   

 

iii

zyxi

zyx

kji

r   

  
yixixiziziyi

zyxi

xyzxyz

kji

r


  

se ob\in proiec\iile vectorului accelera\ie pe axele sistemului de referin\` mobil 
Oxyz, sub forma (4.23):  

 

   
   
   
















ziyiyxizixyixiOziz

yixixziyizxiziOyiy

xizizyixiyziyiOxix

yzzxxyaa

xyyzzxaa

zxxyyzaa

 (4.23) 

 
 Apl. 4.1. 

Bra\ul  CB  se rote]te cu vitez` unghiular` constant` [n pozi\ia considerat`  

 
Fig. Apl-4.1. 

[n fig. Apl-4.1,  1 = 6 
rad/s, [n jurul unei axe 
orizontale. Tija  AB este 
legat` prin intermediul a 
dou` articula\ii sferice  A  
]i  B  de bra\ele DA ]i CB. 
Pentru pozi\ia mecanis-
mului din figur`, se cere s` 
se determine viteza 
unghiular` 2 a bra\ului DA 
]i viteza unghiular` n a 
tijei AB. 

R:  
Viteza unghiular` a bra\ului BC este: 

 [rad/s]  j6   

Viteza punctului B va fi: 
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  mm/s i600BCv 1B   

Viteza punctului A va fi: 

  mm/s i600DAv 2A   

 j50vk 2A22   

Formula lui Euler care leag` vitezele a dou` puncte ale unui rigid aplicat` 
punctelor A ]i B ne d`: 

 k100j100i50BAcarein,BAxvv nBA   

{nlocuind vom avea: 

 

10010050

kji

i600j50 nznynx2   

]i apoi identific@nd ob\inem sistemul: 

 













nynx

nznx2

nzny

20

2

6

  

Prin adunare membru cu membru rezult`: 

  s/rad62  .  

Pentru a g`si n  avem nevoie de [nc` o rela\ia care se ob\ine ]tiind c` n  

este perpendicular pe BA .  
Rezult` ;0BAn   adic`: 

 0k100j100i50 nznynx   

Aceast` rela\ie, [mpreun` cu sistemul de mai sus ne dau solu\iile: 

      .rad/s 10/3 ;rad/s 8/3 -   ;rad/s 4/3 - nznynx   

adic`: 

    rad/s    k5j4i2
3

2
n    
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cu  .rad/s  52542
3

2
 222

n    

 
Apl. 4.2.  Culisa  B  a mecanismului  spa\ial din figura Apl-4.2  are o  

 

 
 

Fig. Apl-4.2. 

mi]care rectilinie, 
cu vitez` 
constant` de-a 
lungul axei Ox, 
vB = 4 m/s. {n 
momentul 
considerat 
distan\a OB = 0,3 
m, iar A’A = 0,2 
m. S` se 
determine viteza 
culisei A, care se 
mi]c` pe o 
direc\ie paralel` 
cu axa Oy, [n 
pozi\ia din figur`.

 
R: Distan\a AB fiind constant`, avem: 

 A(0; yA; 0,6) ]i B(xB; 0; 0);    2
AB

22
A

2
B

2 L6,0yxAB  . 

Deriv`m rela\ia [n raport cu timpul ]i ob\inem: 

 00yy2xx2 AABB   . 

{n momentul considerat cunoa]tem c`: 

 AAABBB  v y  m; 0,2  y  m/s; 4 x   vm; 0,3  x   . 

Ob\inem:  40,3 + 0,2vA = 0 

          Deci:  vA = - 6 m/s    sau    .m/s  j6vA    
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4.2. Mi]c`ri particulare ale solidului rigid 
 

 Pentru aceste mi]c`ri particulare ale solidului rigid ne propunem s` 
stabilim: 

 defini\ia mi]c`rii; 
 pozi\ia solidului rigid; 
 traiectoria unui punct Pi ; 
 viteza ]i accelera\ia punctului Pi. 

  

4.2.1. Mi]carea de transla\ie 
 

Defini\ie: Un solid rigid execut` o mi]care de transla\ie dac` o dreapt` 
solidar` cu el r`m@ne [n tot timpul mi]c`rii paralel` cu ea [ns`]i sau cu o dreapt` 
fix` din spa\iu. 

 
a) b) 

Fig. 4.3 
 

 
 

iv

 
Mi 

ia

 iC

ir

O1k  

O1 1i  
1j  

i1r

O1r
k  

j  
i   

1x

1y

1z  

x  

y

z  

Ov

  

Oa

 OC

Fig. 4.4. 

     Exemple: 
mi]carea pisto-
nului [n cilindrul 
unui motor cu 
ardere intern`;  
mi]carea bielei de 
leg`tur` a unei 
locomotive cu 
abur atunci când 
aceasta se 
deplaseaz` pe un 
drum drept (fig. 
4.3,a);  mi]carea 
scaunului unui 
scrânciob care se 
rote]te [ntr-un plan 
vertical (fig. 4.3,b) 
etc. 
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Consider`m solidul rigid [n mi]care de tran-sla\ie surprins la momentul 
oarecare  t  ca [n fig. 4.4. 

Alegerea sistemului de axe se face [n conformitate cu deplasarea (axele 
sistemului mobil Oxyz, solidar cu rigidul, r`m@n tot timpul mi]c`rii paralele cu 
cele ale sistemului fix O1x1y1z1), adic` trebuie s` avem rela\iile: 

 constkk;constjj;constii 111  . (4.24) 

Din cele patru func\ii vectorile de timp (4.1) cu ajutorul c`rora s-a 
determinat pozi\ia rigidului [n cazul celei mai generale mi]c`ri a solidului rigid, 
mai r`m@ne doar una [n cazul mi]c`rii de transla\ie, pentru a cunoa]te [n 
totalitate pozi\ia rigidului la orice moment [n timp, adic`: 

  trr O1O1  . (4.25) 

 Deci, [n mi]carea de transla\ie solidul rigid are 3 grade de libertate, sunt 
necesari 3 parametrii scalari de pozi\ie ]i anume proiec\iile pe axele sistemului 
fix ale vectorului de pozi\ie  O1r   al originii sistemului de referin\` mobil [n 
raport cu cel fix. 
 

Traiectoria  iC   a punctului  Pi .  
Din schi\` putem scrie rela\ia ce leag` cei trei vectori de pozi\ie: 

 iO1i1 rrr  . (4.26) 

Proiect@nd rela\ia (4.26) pe axele sistemului de coordonate fix  O1x1y1z1,  
ob\inem ecua\iile parametrice ale traiectoriei punctului  Pi  de forma (4.27):  

 











iO1i1

iO1i1

iO1i1

zzz

yyy

xxx

 (4.27) 

Traiectoria   iC   punctului  Pi  este paralel` cu traiectoria   OC   a originii  
O  a sistemului mobil  ]i identic` cu aceasta ca form` ( iii z,y,x   sunt constante). 

 
Viteza  iv   ]i accelera\ia  ia   ale punctului  Pi . 
Deriv`m [n raport cu timpul rela\ia (4.26): 

   iO1i1iO1i1 rrrrrr
dt

d   , (4.28) 

unde:        ii1 vr    - este viteza punctului  Pi; 
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 OO1 vr   - este viteza originii sistemului de referin\` mobil  O; 

 i
i

i r
t

r
r 




  - este derivata vectorului de pozi\ie  ir   al punctului  

Pi, vector dat prin proiec\ii constante [n sistemul de referin\` mobil, ceeace face 
ca derivata relativ` (local`) s` fie nul`. 

Din rela\iile (4.8), av@nd [n vedere ]i rela\iile (4.24), se ob\ine: 

 
















,ik

,kj

,ji

y

x

z







            













.0

,0

,0

y

x

z

 

Deci viteza unghiular` ( 0kji zyx  )  este nul` ]i cu at@t 

mai mult accelera\ia unghiular` ( 0  ). 
Din rela\ia (4.28), cu aceste observa\ii, rezult` rela\ia distribu\iei de viteze 

[n mi]carea de transla\ie: 

  Oi vv   (4.29) 

]i a distribu\iei de accelera\ii prin derivarea [n raport cu timpul a rela\iei (4.29): 

 Oi aa   (4.30) 

{n mi]carea de transla\ie traiectorile punctelor solidului rigid sunt identice 
]i paralele [ntre ele, iar vitezele respectiv accelera\iile tuturor punctelor rigidului, 
la un moment oarecare  t,  sunt egale [ntre ele. 
 
 

4.2.2. Mi]carea de rota\ie cu ax` fix` 

 
Defini\ie: Un solid rigid execut` o mi]care de rota\ie cu ax` fix` dac` cel 

pu\in dou` puncte ale sale r`m@n pe tot timpul mi]c`rii suprapuse cu dou` 
puncte fixe din spa\iu.      

Pentru studiul mi]c`rii de rota\ie a unui solid rigid [n jurul unei axe fixe, 
alegem dou` sisteme de referin\`, unul fix O1x1y1z1  ]i altul mobil  Oxyz astfel 
[nc@t acestea s` aib` originea comun`  OO1    ]i axa de rota\ie  confundat` cu  

OzzO 11  . 
Sistemele de referin\` fiind  alese astfel ]i  mi]carea av@nd particularit`\ile 

specificate, cele patru func\ii vectoriale necesare studiului mi]c`rii rigidului 
(4.1), se transform` [n mod corespunz`tor:  
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Fig. 4.5. 



















.constkk

jcosisinj

,jsinicosi

,0r

1

11

11

O1

                           (4.31) 
 
     Deci, pozi\ia 
solidului rigid [n 
mi]carea de rota\ie cu 
ax` fix` este 
determinat` de un 
singur parametru 
scalar ]i anume 
unghiul   t ,  
ceeace indic` un 
singur grad de 
libertate al rigidului. 

  
Traiectoria   iC   a punctului  Pi .  
Din schi\`, prin modul de alegere a sistemelor de axe, avem: 

 ii1 rr  , (4.32) 

care proiectat` pe axele sistemului fix de coordonate  O1x1y1z1  conduce la 
ecua\iile parametrice ale traiectoriei punctului  Pi: 

 











.zz

,cosysinxy

,sinycosxx

ii1

iii1

iii1

 (4.33) 

Elimin@nd parametrul     ob\inem din ecua\iile parametrice (4.33), 
ecua\ia traiectoriei:  

 2
i

2
i

2
i

2
i1

2
i1 dyxyx  , (4.34) 

ecua\ia unui cerc cu raz`  di  ]i centru pe axa de rota\ie.  Deci traiectorile tuturor  
punctelor rigidului sunt cercuri plasate [n plane perpendiculare pe axa de rota\ie 
de raz`  di. 
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Distribu\ia de viteze ]i accelera\ii 
Prin derivare [n raport cu timpul a rela\iei (4.32) se ob\ine: 

 ii1 rr   , (4.35) 

unde ii1 vr  ,  este viteza punctului  Pi; 

 ii
i

i rr
t

r
r 




 , este derivata unui vector dat prin proiec\ii pe 

axele unui sistem de referin\` mobil (Oxyz),  cu  0
t

ri 



  deoarece  .constri    

]i deci vectorul de pozi\ie  ir   variaz` numai [n direc\ie. 
Cu aceste observa\ii rela\ia distribu\iei de viteze [n mi]carea de rota\ie cu 

ax` fix` este: 

 ii rv  . (4.36) 

Deriv`m [n raport cu timpul rela\iile (4.31): 

 

 
 
















.0k

,ijsinicosj

,jjcosisini

11

11







 (4.37) 

Din rela\iile (4.8), av@nd [n vedere ]i rela\iile (4.37), se ob\ine: 

 
















,jjji

,0ik

,0jkkj

z

y

x







 (4.38) 

respectiv kk   ,        (4.39) 
ceea ce arat` c` vectorul vitez` unghiular`     este dirijat dup` direc\ia axei de 
rota\ie. 

Exprim`m, cu ajutorul determinan\ilor rela\ia distribu\iei de viteze (4.36) 
[n mi]carea de rota\ie cu ax` fix` ]i ob\inem: 

 
    .jxiy

zyx

00

kji

r

kvjvivv

ii

iii

i

iziyixi





 (4.40)  

Proiect@nd rela\ia (4.40) pe axele sistemului de referin\` mobil  Oxyz   
ob\inem proiec\iile vectorului vitez` pe axele acestui sistem, adic`: 
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,0v

,xv

,yv

iz

iiy

iix

 (4.41) 

modulul i
2

i
2

i
2

iy
2

ixi dyxvvv  . (4.42) 

Deriv@nd [n raport cu timpul rela\ia (4.36) se ob\ine expresia distribu\iei 
de accelera\ii [n mi]carea de rota\ie cu ax` fix`: 

 iii rrv   ,  

unde:  ii av  ,  este accelera\ia punctului  Pi; 

  ii
i

i rr
t

r
r 




 ; 

  kk   ,  este vectorul accelera\ie unghiular` a 
sistemului de referin\` mobil solidar cu solidul rigid, evident ]i a rigidului, care 
are direc\ia axei de rota\ie. 

  iii rra  . (4.43) 

Exprim`m, cu ajutorul determinan\ilor rela\ia distribu\iei de accelera\ii 
(4.43) [n mi]carea de rota\ie cu ax` fix` ]i ob\inem: 

 

 

,

0yx

00

kji

zyx

00

kji

rrkajaiaa

iiiii

iiiziyixi






 

     .jyxixya i
2

ii
2

ii   (4.44)  

Proiect@nd rela\ia (4.44) pe axele sistemului mobil  Oxyz  ob\inem 
proiec\iile vectorului accelera\ie pe axele sistemului mobil: 

 














0a

yxa

xya

iz

i
2

iiy

i
2

iix

 (4.45) 

respectiv modulul accelera\iei: 

     42
i

2
i

2
i

42
i

2
i

2 dyxyxa   (4.46) 
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Rela\iile (4.41) ]i (4.45) arat` c` vectorul vitez` ]i vectorul accelera\ie 
sunt con\inu\i [n plane perpendiculare pe axa de rota\ie (componentele lor pe axa 
Oz  sunt nule). Dac` exprim`m vectorul accelera\ie [ntr-un sistem de coordonate 
intrinseci, atunci componentele lui vor fi: 
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{n modul accelera\ia este:  

 42
i

22 daaa   . 

Unghiul dintre vectorul accelera\ie ]i componenta normal` este (fig. 
4.6,b): 
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   2
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i d

d

a
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 . (4.47) 

 
Propriet`\ile distribu\iei de viteze ]i de accelera\ii [n mi]carea de rota\ie 

cu ax` fix` (fig. 4.6): 
a) Vitezele ]i accelera\iile punctelor solidului rigid apar\in@nd axei de 

rota\ie sunt nule. 
b) Vitezele ]i accelera\iile punctelor solidului rigid sunt con\inute [n 

plane perpendiculare pe axa de rota\ie (vz=0,  az=0). 
c) Toate punctele solidului rigid apar\in@nd unei drepte     paralel` 

cu axa de rota\ie au acelea]i viteze ]i acelea]i accelera\ii. 
d) Vitezele ]i accelera\iile punctelor solidului rigid plasate pe o 

dreapt`  1  perpendicular` pe axa de rota\ie au varia\ie liniar` [n 
raport cu pozi\ia lor pe aceast` dreapt` fa\` de axa de rota\ie. 

 
 
 Apl. 4.3. 

Se consider` troliul din figura Apl-4.3, utilizat pentru ridicarea unei 
greut`\i. Conside-r@nd c` motorul electric are la pornire o mi]care uniform 
accelerat`, iar la oprire o mi]care uniform [ncetinit`, av@nd timpii de accelerare 
]i decelerare egali tp = t0 = 8 s, s` se determine: 

a) raportul de transmisie de la motor la tamburul troliului; 
b) viteza unghiular` de regim a tamburului; 
c) accelera\ia unghiular` a tamburului la oprirea ]i pornirea motorului; 

 
Fig. Apl-4.3. 

 
   d) timpul 
necesar pentru 
ridicarea 
greut`\ii M la 
[n`l\imea h = 18 
m, dac` motorul 
porne]te din 
repaus ]i se 
opre]te la 
cap`tul cursei h. 
     Se      
cunosc: z1 = 20, 
z2 = 80 ]i z3  =  
2  [nceputuri; 

 
z4 = 30; D = 200 mm ; tura\ia de regim nr = 3000 rot/min. 
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R:  
a) Raportul total de transmitere este: 

 60
2

30
1

20

80

z

z
1

z

z
iiii

3

4

1

2
342312tot    

b) Viteza unghiular` 1 este: 

   60i   şi  s 100
30

3000

30

n

4

1
tot

1-1
1 










  

  .s  23,5
60

100

60
1-1

4 





   

c) 4 = 4t, de unde: 

  2-4
4 s  654,0

8

23,5

t



 .  

d) {n perioada de accelerare greutatea M va parcurge o distan\` S1 = 1R. 

 t1 = 8 s;   rad 93,20
2

64654,0

2

t 2
4 





  

 S1 = 20,93  0,1 = 2,093 m. 

{n perioada de [ncetinire p@n` la oprire t3 = 8 s, S3 = 3R , unde: 

  m 093,2S
2

t

2

t
t 3

2
4

2
4

43 





  

{n perioada a doua mi]carea este uniform` 222 v/St  ; 

 S2 = h – (S1 + S2);     S2 = 18 – 4,186 = 13,814 m; 

 v2 = 4R = 5,23  0,1 = 0,523 m/s. 

ob\inem:  s 413,26
523,0

814,13

v

S
t

2

2
2   

Timpul total: 

 ttot = t1 + t2 + t3 = 8 + 26,413 + 8 = 42,413 s.  
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   Apl. 4.4. 
      La momentul 
considerat, 

o50 (fig. Apl-
4.4), ghidajul cu 
canal orizontal urc` 
cu accelera\ia 

 2s/m3a    ]i  
viteza   s/m2v  . 
S` se determine 
viteza ]i accelera\ia 
unghiulare ale tijei  
AB, la momentul 
considerat [n figur`. 
 
     R`spuns:  
   s/rad703,8 ; 

   2s/rad497,50 . 
 
 
 
      Apl. 4.5 
    La momentul indi-
cat [n figura A7-21, 

o60  ]i bara AB 
are decelera\ia  

 2s/m4a   ]i 
viteza 

 s/m8v  .  
 
 

Lungimile 
barelor sunt:  

 mm300

LL CDBC




 

   S` se 
determine 
viteza 
unghiular` ]i 
accelera\ia 
unghiular` ale 
barei CD la 

 s/m2v

 2s/m3a

y 

300 

B 

A 



, 

Fig. Apl-4.4 

C

A 

  s/m8v   

D 

  2s/m4a   



x

B

Fig. Apl-4.5
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momentul considerat. 
 
R`spuns: 

 s/rad4,15  2s/rad16,129 . 
 
Apl. 4.6 

 Blocul  S  este ridicat hidraulic astfel c` rola  A  se deplaseaz` c`tre ]tiftul 
(articula\ia cilin-dric`)  B (fig. Apl-4.6). Dac`  A  se apropie de  B  cu viteza  

 s/m5v  , s` se 
determine viteza de 
ridicare a platformei [n 
func\ie de unghiul  . 
Fiecare bar` este 
articulat` cilindric la 
mijloc ([n C)  c@t ]i [n 
capete iar lungimile lor 
sunt: 

 m2,1LL AEBD  .  
 
     R`spuns:       
   s/m5vplatforma   

 
 
 
 
 
 

 

4.2.3. Mi]carea plan-paralel` 

 

4.2.3.1. Defini\ia mi]c`rii. Pozi\ia solidului rigid 
 

Defini\ie: Un solid rigid execut` mi]care plan-paralel` dac` un plan 
solidar cu acesta (planul  ) r`m@ne [n tot timpul mi]c`rii [n contact (suprapus) 
cu un alt plan fix [n spa\iu (planul  1)  numit planul director (fig. 4.7).  

Consider`m solidul rigid din fig. 4.7 ce execut` mi]care plan-paralel`. 
Cunosc@nd mi]carea acestuia [n raport cu un sistem de referin\` fix s` se 
determine traiectoria, viteza ]i accelera\ia unui punct  Pi  al solidului rigid.  
Alegem dou` sisteme de referin\`, unul fix  O1x1y1z1  ]i unul mobil  Oxyz,  astfel 
[nc@t planul fix  x1O1y1  s` fie comun cu planul director  1,  iar planul mobil   

  s/m5v 

Fig. Apl-4.6

ED 

A 

C 

B 

y

x

S 

platform` 
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xOy  s` fie comun cu planul    solidar cu rigidul, ceea ce inseamn` ca [n tot 
timpul mi]c`rii aceste plane vor fi suprapuse continuu. 

 

i1r

O1r

O1  

1k  

1x

1y  

1z
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iv

 

Pi 

ia iC

ir  

i  
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y  

z

 

k







 

 O 

j  

jv

  

Pj 

ja   

 jC



jr  
j1r

 
Fig. 4.7. 

Cu o astfel de alegere, [n tot timpul mi]c`rii, originea  O  a sistemului 
mobil r`m@ne [n planul director  111 yOx   iar axa  Oz  r`m@ne  perpendicular`  pe 
planul director, adic` aceast` ax` are direc\ie fix`. 

Deci mi]carea solidului rigid ]i a sistemului mobil este cunoscut` dac` se 
cunoa]te func\ia de timp   trr O1O1   - vectorul de pozi\ie a originii sistemului 
mobil [n raport cu cel fix ]i unghiul de rota\ie   t   dintre axa  Ox  ]i  O1x1 
(egal cu cel dintre  Oy  ]i  O1y1). Mi]carea originii sistemului de referin\` mobil 
f`c@ndu-se [n planul director, rezult` c` pozi\ia sa este determinat` la orice 
moment numai de doi parametri scalari (  tx O1   ]i   ty O1 )  ]i [mpreun` cu 
unghiul de rota\ie (  t )  determin` [n totalitate pozi\ia, adic` solidul rigid [n 
mi]carea plan-paralel` are trei grade de libertate. 

Ace]ti trei parametri scalari de pozi\ie sunt pu]i [n eviden\` prin rela\iile: 

       k0jtyitxtrr O1O1O1O1   (4.48) 

 

 
 















.constkk

jcosisintjj

jsinicostii

1

11

11

 (4.49) 
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4.2.3.2. Traiectoria punctului  Pi 
 

Alegerea punctului  Pi,  ce apar\ine rigidului, exclude apartenen\a sa la 
planul director, fapt care permite scrierea rela\iei: 
       iO1i1 rrr  ,        (4.50) 

unde        

.kzjyixr

,jyixr

,kzjyixr

iiii

1O11O1O1

1i11i11i1i1







      (4.51) 

Proiect`m rela\ia (4.50), utiliz@nd ]i rela\iile (4.51), pe axele sistemului de 
referin\` fix ]i ob\inem: 

 











.constzz

cosysinxyy

sinycosxxx

ii1

iiO1i1

iiO1i1

 (4.52) 

Rela\iile (4.52) reprezint` ecua\iile parametrice ale traiectoriei punctului  
Pi.  Aceste rela\ii indic` faptul c` traiectoriile sunt situate [n plane paralele cu 
planul director ( .constzz ii1  ) ]i c` punctele apar\in@nd dreptelor 
perpendiculare pe planul director ( 1 ) au traiectorii identice. 

 

4.2.3.3. Distribu\ia de viteze ]i accelera\ii 
Vectorii vitez` unghiular`     ]i accelera\ie unghiular`     au acelea]i 

expresii ca ]i [n cazul mi]c`rii de rota\ie cu ax` fix`, adic`: 

 kk       ]i   kk    (4.53) 

deoarece din rela\iile (4.8) de la capitolul 4.1, particulariz@nd ( 0k  ) avem: 

 
















0ik

0kjkj

ji z







 

Deriv`m [n raport cu timpul rela\ia (4.50): 

   iO1i1iO1i1 rrrrrr
dt

d    

unde 

ii1 vr    - este viteza punctului Pi; 

OO1 vr   - este viteza originii sistemului de referin\` mobil O; 
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  i
i

i r
t

r
r 




  - este derivata vectorului de pozi\ie ir  al punctului 

Pi, vector dat prin proiec\ii [n sistem de referin\` mobil, care sunt constante, fapt 
pentru  care,  derivatele  acestora  [n  raport  cu  timpul  sunt  nule,  ceeace  face 
ca ii rr  . 

Rezult` astfel rela\ia distribu\iei de viteze [n mi]carea plan-paralel`: 

 iOi rvv  . (4.54) 

Exprim`m vectorii din componen\a rela\iei (4.54), [n func\ie de proiec\iile 
lor pe axele sistemului de referin\` mobil ]i apoi proiect`m rela\ia pe axele 
acestui sistem de referin\`, astfel: 
  kvjvivv iziyixi  , 

  jvivv OyOxO  , 

               jxiykzjyixkr iiiiii   

 















0v

xvv

yvv

iz

iOyiy

iOxix

 (4.55) 

Rela\iile (4.55) arat` c` toate punctele care apar\in unei drepte (), 
perpendicular` pe planul director, au aceea]i vitez` ( 0viz  ). 

{n general, [n mi]carea plan paralel` exist` puncte de vitez` nul`, care 
apar\in unei drepte perpendicular` pe planul director, de ecua\ie rezultat` din 
rela\ia (4.55) prin anularea proiec\iilor vectorului vitez`  vix  ]i  viy,  adic`: 

 







iOy

iOx

xv0

yv0
 (4.56) 

Dreapta rezultat` din intersec\ia planelor (4.56), [n\eap` planul director 
[ntr-un punct notat  I, numit CIR (centrul instantaneu de rota\ie), ale c`rui 
coordonate se ob\in din (4.56) introduc@nd nota\iile   ]i  : 

 
















Ox

Oy

v

v

 (4.57) 

Aceste rela\ii sunt ecua\iile rostogolitoarei (centroidei mobile) care este 
locul geometric al CIR-ului [nregistrat [n planul  xOy  al sistemului de referin\` 
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mobil. Locul geometric al CIR-ului [n planul  x1O1y1  al sistemului de referin\` 
fix este numit baz` (centroid` fix`).  

Distribu\ia de viteze [n mi]carea plan paralel` dat` de rela\ia (4.54) poate 
fi identificat` cu distribu\ia de viteze din mi]carea de rota\ie cu ax` fix`, ca ]i 
c@nd planul solidar cu rigidul s-ar roti [n jurul CIR-ului cu viteza unghiular`   
[n raport cu planul director. 

Pentru demonstra\ie, not`m cu  I   vectorul de pozi\ie al  CIR-ului  I  fa\` 
de  O  ]i scriem rela\ia distribu\iei de viteze (4.54) pentru punctele  I  ]i  Pi  ale 
rigidului, con\inute [n planul director (fig. 4.8): 

 IOI vv  ,      iOi rvv  , 

apoi facem diferen\a acestor rela\ii ]i ob\inem 

  IiIi rvv   (4.58) 

 
 

I
B 

i  

O 

O1 

I1   

O1r  1x

1y  

x  

y   

R  

ir   i1r  

I  

iv

Planul director 

o90  

 
 

Fig. 4.8. 

     Avem [n vedere 
c`  0vI    ]i facem 
nota\ia  iIir   
care reprezint` 
vectorul de pozi\ie al 
punctului  Pi  fa\` de 
centrul instantaneu  I. 
     Introduc@nd 
acestea [n (4.58), 
ob\inem: 

     iiv   (4.59) 

     Rela\ia (4.59) 
arat` c` vitezele sunt 
distribuite [n jurul lui  
I  ca ]i cum solidul ar 
executa rota\ie [n 
jurul acestui punct, 
fapt ce permite 
determinarea pozi\iei 
centrului instantaneu 
de rota\ie  prin  

construc\ie grafic`. 
Deoarece  iiv  ,  rezult` c`  iv   este ortogonal cu  i .  A]a c` dac` 

se cunosc traiectoriile a dou` puncte  A  ]i  B  ]i pozi\iile lor la un moment 
oarecare  t,  se determin` CIR-ul la intersec\ia normalelor principale, deci 
perpendiculare pe vitezele celor dou` puncte (fig. 4.9,a). 
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Fig. 4.9. 
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Fig. 4.9, c) 

     {n cazul [n care normalele coincid (fig. 
4.9,b), este necesar s` se cunoasc` ]i 
m`rimile vitezelor, pentru a putea determina 
pozi\ia CIR-ului.  
     Dac` normalele sunt paralele (fig. 4.9,c), 
centrul instantaneu de rota\ie este aruncat la 
infinit, viteza unghiular` este nul`, vitezele 
tuturor punctelor rigidului sunt egale [ntre 
ele iar despre rigid spunem c`, pentru acel 
moment, distribu\ia de viteze este identic` 
cu una de mi]care de transla\ie. 

 
    Aplica\ie: centroidele 
     S` se determine ecua\iile bazei ]i rostogolitoarei pentru mecanismul din 
figura 4.10 constituit din tija  AB, de lungime   ,  articulat` cu cele dou` capete 
la dou` culise  A  ]i  B care se mi]c` [n lungul a dou` tije fixe, vertical` 
respectiv orizontal`.  

     Centroida fix` (baza).  Ecua\ia acestui loc geometric se stabile]te dup` 
ce [n prealabil stabilim ecua\iile parametrice: 

 






.sin

,cos

1

1




 (4.60) 

Se elimin` parametrul    prin ridicarea la p`trat ]i adunarea rela\iilor 
(4.60), adic`: 

 22
1

2
1  , (4.61) 

astfel c` s-a ob\inut ecua\ia bazei, care este ecua\ia unui cerc de raz`     cu 
centrul [n  O1 (originea sistemului de referin\` fix). 

Centroida mobil` (rostogolitoarea).  }i ecua\ia acestui loc geometric se 
stabile]te, dup` ce [n prealabil stabilim ecua\iile parametrice: 
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.sincossin

,coscos

1

2
1




 (4.62) 

Se elimin` parametrul    prin ridicarea la p`trat a rela\iei (4.622) ]i 
[nlocuirea, din rela\ia (4.622), a func\iei  2cos ,  adic`: 

 





 






 122 , 

care prin ordonare ]i aplicare unui artificiu simplu, se transform` [n: 

  
2

2
2

22













 


,      (4.63) 

astfel c` s-a ob\inut ecua\ia rostogolitoarei, care este un cerc de raz`  2/   cu 
centrul plasat [n mijlocul tijei AB. 
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Fig. 4.10 
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Pentru ob\inerea distribu\iei de accelera\ii se procedeaz` la derivarea [n 
raport cu timpul a rela\iei (4.54) ]i ob\inem: 
  iiOi rrvv   , 

unde:     ii av   - este accelera\ia punctului Pi; 

 oo av   - este accelera\ia originii sistemului de referin\` mobil O; 

        - este accelera\ia unghiular` a sistemului de referin\` mobil, 
deci ]i a solidului rigid; 

       i
i

i r
t

r
r 




  - este derivata vectorului de pozi\ie ir  al punctului Pi, 

vector dat prin proiec\ii [n sistem de referin\` mobil; 
Deci, distribu\ia de accelera\ii [n mi]carea plan-paralel` este dat` de 

rela\ia: 

  iiOi rraa  . (4.64) 

Exprim`m vectorii din componen\a rela\iei (4.64), [n func\ie de proiec\iile 
lor pe axele sistemului de referin\` mobil ]i apoi proiect`m rela\ia pe axele 
acestui sistem de referin\`, astfel: 
  kajaiaa iziyixi  , 

  jaiaa OyOxO  , 

    jxiykzjyixkr iiiiii  , 

      jyixjxiykr i
2

i
2

iii  . 
Proiec\iile pe axele sistemului de referin\` mobil sunt:  

   














0a

yxaa

xyaa

iz

2
iiOyiy

2
iiOxix

 (4.65) 

Observ`m c` ]i vectorul accelera\ie  a ,  apar\ine unui plan paralel cu 
planul director (proiec\ia pe axa Oz este nul`). 

Deci este suficient s` determin`m m`rimile cinematice pentru punctele 
plasate [n planul director, ]i apoi s` le atribuim ]i punctelor situate pe dreaptele 
perpendiculare pe planul director [n punctele respective. 
 

 Apl. 4.7. 
Barele  B1  ]i  B2  din figura Apl-4.7 sunt articulate cilindric [n punctele  O  

respectiv  O’  la pardoseal` (sistemul fix). Bara  B2  este deasemeni articulat` 
cilindric la ghidajul  G,  [n punctul A. Cap`tul superior al barei  B1  este articulat  
cilindric la o rol` care se mi]c` liber [n ghidajul  G.  Vitezele unghiulare ale 
barelor  B1  ]i  B2  sunt constante ]i au m`rimile ]i sensurile indicate [n figur`. S` 
se determine viteza ]tiftului  S  [n ghidajul G  ]i viteza unghiular` a ghidajului  
G  la momentul considerat [n figur`. 
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Rezolvare: 
 Determinarea vitezelor 

 Din mi]c`rile de rota\ie ale barelor  B1  ]i B2  se determin` vitezele 
punctelor S (viteza absolut`) ]i A astfel: 

       s/m1,05,02,0OSv
1BS  , 

       s/m08,02,04,0

A'Ov
2BA




. 

 Viteza absolut` ( a
SS vv  ) 

a punctului  S  ce execut` 
mi]care relativ` ( r

Sv ) [n canalul 
ghidajului  G   ]i mi]care de 
transport ( t

Sv ) [mpreun` cu 
ghidajul se poate exprima astfel: 

          r
S

t
S

a
SS vvvv         (1) 

 Viteza de transport ( t
Sv ) a 

punctului  S,  solidar cu 
ghidajului  G  care face mi]care 
plan paralel`, poate fi exprimat` 
astfel:  

7
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15 

8 
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3 
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SAv
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O 

Fig. Apl-4.7.b 
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 t
SAA

t
S vvv   (2) 

 Introduc@nd (2) [n (1) ob\inem: 

 
AS

r
S

AS

t
SA

A'O

A

OS

S vvvv 


  (3) 

 Reprezent`m grafic ecua\ia vectorial` (3), fig. Apl-4.7.b, apoi o proiect`m 
pe axele sistemului de referin\` xOy ]i ob\inem: 
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{nlocuim m`rimile vitezelor punctelor S ]i A cu valorile calculate mai sus 
(  s/m1,0vS  ,  s/m08,0vA  )  ]i apoi determin`m m`rimile necunoscute ale 

vitezelor  ( r
Sv )  ]i ( t

SAv ), astfel: 

 














17

8
v

17

15
v

25

7
08,0

5

4
1,0

17

15
v

17

8
v

25

24
08,0

5

3
1,0

r
S

t
SA

r
S

t
SA

, 

  s/m 0,0333647vr
S   

  s/m 0,0982588vt
SA  . 

 Viteza unghiular` a ghidajului G este: 

  s/rad428,0
2295,0

0982588,0

AS

vt
SA

a  , 

[n care  AS  s-a determinat astfel (fig. Apl-4.7.a):     

     OS sin  = O’A sin ’ + AS sin  ]i 
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24
2,0

5

3
5,0

17/8

1
'sinA'OsinOS

sin

1
AS  
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  m2295,0AS  . 

         Determinarea accelera\iilor 

 Din mi]c`rile de rota\ie ale 
barelor  B1  ]i B2  se determin` 
accelera\iile  punctelor S 
(accelera\ia absolut`) ]i A, astfel 
(fig. Apl-4.7.c): 

           
22

2
1BS

s/m02,05,02,0

OSa




 

           
22

2
2BA

s/m032,02,04,0

A'Oa




 

 

 Pentru punctul (]tiftul) S,  [n 
mi]care relativ` [n canalul practicat 
[n ghidajul G, rela\ia vectorial` 
[ntre accelera\iile: absolut`, 
relativ`, de transport ]i Corriolis, 
este: 

   
SA

c
S

SA

r
S

t
S

a
S

OS

S aaaaa


      (1’) 

 Exprim`m accelera\ia de 
transport( t

Sa ) a punctului  S  solidar 
cu ghidajul G  care face mi]care 
plan paralel`, [n func\ie de 
accelera\ia punctului A(fig. Apl-
4.7.c):  

    
SA

t

SA

SA

t

SA

A'O

A

t

S aaaa


          (2’) 

{nlocuim (2’) [n (1’) ]i ob\inem: 

 
SA

c
S

SA

r
S

SA

t
SA

SA

t
SA

A'O

A

OS

S aaaaaa


   (3’) 

 [n care  2
A m/s 0,032a   

 

x

y 

Aa
Sa

t
SAa

r
Sa

pa  O 

 

 

’ 

 


t
SAa

c
Sa

Directia acc. 
r
Sa  

Directia acc. 
t

SAa  

Fig. Apl-4.7.d 

Fig. Apl-4.7.c 

1B  

’ 

G 

B1 
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S

A

O
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 r
Sv

Aa

Sa  

t
SAa

c
Sa  

Directia acc. 
t

SAa



 
 
 

SIMULAREA SISTEMELOR MECANICE 

 
 
 

143

  222
G

t
SA s/m0420407,02295,0428,0ASa   

 r
SG

c
S v2a   

        2r
SG

c
S s/m02856,00333647,0428,02v2a   

  2
S m/s 0,02 a   

 Reprezent`m grafic ecua\ia vectorial` (3’), fig. Apl-4.7.d, apoi o 
proiect`m pe axele sistemului de referin\` xOy ]i ob\inem: 

 











cosasinacosasina'sinasina

sinacosasinacosa'cosacosa
c

S

r

S

t

SA

t

SAAS

c

S

r

S

t

SA

t

SAAS  

 


















17

15
02856,0

17

8
a

17

15
a

17

8
042,0

25

24
032,0

5

3
02,0

17

8
02856,0

17

15
a

17

8
a

17

15
042,0

25

7
032,0

5

4
02,0

r

S

t

SA

r

S

t

SA

 

  2r

S
m/s 0,0728  1,23816

17

1
a     

  2t
SA m/s 0,02385 a     

Accelera\ia unghiular` a ghidajului G: 

  2
t
SA

G s/rad0392157,1
2295,0

02385,0

SA

a




  

  
Apl. 4.8. 
Cilindrul  C  din figura Apl-4.8 se rostogole]te pe o suprafa\` circular` de 

raz` R=0,6 m. C@nd cilindrul se afla [n cel mai de jos punct al suprafe\ei 
cilindrice (circulare [n sec\iune), viteza ]i accelera\ia unghiulare sunt 

 s/rad2,0C    respectiv  2
C s/rad02,0 . Bara AS este ata]at` de cilindrul  

C  [n  A,  printr-o articula\ie cilindric` ]i de culisa  care alunec` [n canalul din 
manivela  M,  prin ]tiftul  S. Viteza unghiular`, constant`, a manivelei  M  este 

 s/rad3,0M  . S` se determine viteza ]tiftului S ]i viteza unghiular` a barei  
AS ,  pentru pozi\ia mecanismului reprezentat` [n figur`. 
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Rezolvare: 
 Determinarea vitezelor 
 Mi]c`rile elementelor din 
componen\a mecanismului: 
cilindrul  C   - mi]care plan 
paralel` cu C.I.R-ul [n I (punctul 
de contact cu suptafa\a cilindric` 
(circular` [n sec\iune) fix` ; bara 
AS  - mi]care plan paralel`  ]i  
manivela  M  -  rota\ie cu ax` 
fix` [n jurul articula\iei cilindrice 
fixe  O. 
 Viteza punctului A ce 
apar\ine cilindrului C  este: 
             

 s/m072111,0

3,02,02,0IA v 22

A




 

 Viteza punctului S [n 
func\ie de viteza lui A, ce apar\in 
barei AS ,  este: 

C 

 m6,0R 

 m3,0r   

 m5,0AS 
0,4 m 

0,2m

C 

S 

M 3 

4 

Fig. Apl-4.8 

A 

O 
O`

 s/rad3,0M 

 
 2

C

C

s/rad02,0

s/rad2,0





Fig. Apl-4.8.a 
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Directia vitezei SAv  
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Directia vitezei rSv  

rSv  

ASv  
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AS
SA

AI

AS vvv


 . (1)  

 Viteza absolut` a punctului S, ce apar\ine manivelei M ,  este: 

 
OS

rS

OS

tS
)abs(

S vvv


  (2)  

în care:  

  s/m12,04,03,0OSv MtS  ,  

deoarece traiectoria de transport este cerc cu centrul [n O ]i raz` OS (traiectoria 
relativ` este rectilinie [n lungul canalului practicat [n manivel`). 
 Din (1) ]i (2), ob\inem: 

 
OS

rS

OS

tS
AS
SA

AI

A vvvv


 , 

care proiectat` pe axele sistemului din figura  Apl-4.8.a,  conduce la sistemul de 
mai jos: 

 










tSSAA

rSSAA

vcosvsinv

vsinvcosv
, 

 

 

   

1

5
0 072 0 555 0 12 0 2

4

SA A S tv v sin v
cos

, , , , m /s

      


    

,  

  s/m06,0832,0072,0
5

3
2,0cosvsinvv ASArS  . 

 Deci, viteza absolut` a ]tiftului  S ( Sv )   rezult` din compunerea vitezelor 
de transport ( tSv ) ]i relativ` ( rSv ), care sunt perpendiculare [ntre ele, astfel c`: 

          s/m134164,006,012,0vvv 222
rS

2
tS

)abs(
S  ,  

iar viteza unghiular` a barei  AS  este: 

  s/rad4,0
5,0

2,0

AS

vSA
AS    
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 Determinarea accelera\iilor 
 Pentru determinarea pozi\iei centrului instantaneu al accelera\iilor 

(punctul de accelera\ie nul` J) al cilindrului  C  [n mi]care plan paralel`, este 
necesar s` cunoa]tem, pe l@ng` datele ini\iale viteza unghiular`  s/rad2,0C   

]i accelera\ia unghiular`  2
C s/rad02,0 , ]i accelera\ia unui punct din planul 

director.  
       Punctul c`ruia putem s`-i determin`m accelera\ia, numai cu aceste date 
ini\iale este chiar centrul instantaneu de rota\ie  I (fig. Apl-4.8.b). 
 Determin`m mai [nt[i viteza centrului C al cilindrului ( reprezint` pozi\ia 
unghiular` acilindrului; C  - viteza unghiular` ]i CC    - accelera\ia 
unghiular`, ale cilindrului) astfel: 

  rIC0vvv CIIC
 , 

care derivat` [n raport cu timpul d` vectorul accelera\ie al punctului C: 
          rrva CC ,  
[n care: 

  











  r
rR

1
s

1

td

sd

sd

d

td

d
,      rs . 

  




CC

2

C
aa

rR

)r(
)r(a


  (3) 

Fig. Apl-4.8.b 
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 Accelera\ia centrului instantaneu de rota\ie  I, [n func\ie de accelera\ia 
centrului  C  al cilindrului, este: 

 
IC
IC

IC
ICCI aaaa



  , (4) 

[n care: 

 
   
    .rICaa

,rICaa

ICIC

22
ICIC













  (5) 

{nlocuim rela\iile (3) ]i (5) [n (4) ]i ob\inem: 

 

   

,)r2()11(r)
rR

r
1(r

rr
rR

)r(
)r(a

222

2
2

I



















 

[n care s-a [nlocuit ]i  R = 2 r . 
 Modulul accelera\iei centrului instantaneu de rota\ie  I, este: 

    2222
I s/m024,03,02,02r2r2a    

 {n continuare determin`m pozi\ia punctului de accelera\ie nul` (CIA – J) 
de pe disc ]i accelera\ia punctului 
A (fig. Apl-4.8.c), astfel: 

        
  2

1

2,0

02,0
tg

222













 

         
26 56505

26 33 54
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,
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2 4 2 4

0 024
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0 536656

Ia ,
IJ

, ,

, m

  
   



 

         42
A JAa  ,              

    o69,33
3,0

2,0
arctg 







  Fig. Apl-4.8.c 
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  2 2 2 20 2 0 3 0 360555IA CA CI , , , m      

 

 m47571,025,60cos361,0537,02361,0537,0

)cos(IAIJ2IAIJJA

22

22







 

    2 42 4 0 47571 0 02 0 2Aa JA , , ,          

  2
A s/m02127,0a  . 

Determin`m direc\ia accelera\iei  aA : 

  cosIAJA2IAJAIJ 22 , 

  

2 2 2 2 2 20 47571 0 361 0 536656

2 2 0 47571 0 361

0 198717

JA IA IJ , , ,
cos ;

JA IA , ,

cos , .

   
   

   

 

 

 78 54o,       ]i     90 15 103o oCAJ ,      . 

Deci, direc\ia accelera\iei  aA fa\` de orizontal` este cunoscut` (fig. Apl-
4.8.c), adic`:   ooo 668,41565,26103,15CAJ  . 

         Accelera\ia punc-
tului A a fost determinat` 
din mi]carea plan 
paralel` a cilindrului  C . 
{n continuare atribuim 
m`rimea determinat`, 
punctului A ce apar\ine 
tijei AS [n mi]care plan 
paralel` ]i scriem rela\ia 
de leg`tur` dintre aceasta 
]i accelera\ia punctului S, 
astfel (fig. Apl-4.8.d) :  
 

AS
SA

AS

SAAS aaaa


  , (6) 

  [n care   22 20 4 0 5 0 08SA ASa AS , , , m /s          . 

 

Fig. Apl-4.8.d 
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 Pentru  Smanivelei  M  (mi]care relativ`) putem scrie: 

 
SO

c
S

SO

r
S

SO

t
SS aaaa



 , (7) 

 [n care  222
M

t
S

t
S s/m036,04,03,0OSaa   ;     SrM

c
S v2a   

]i  2
rSM

c
S s/m036,006,03,02v2a  . 

Din (6) ]i (7) ob\inem 

 
SO

c
S

SO

r
S

SO

t
S

AS
SA

AS

SAA aaaaaa


   (8) 

 Proiect`m rela\ia (8) pe axele sistemului de coordonate xOy (fig. Apl-
4.8.e) ]i ob\inem: 

 


















13,53sina87,36sina668,41sinaa
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Fig. Apl-4.8.e 
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1
41 668 36 89

53 13
c

SA S A SAa (a a sin , a sin , )
sin ,

        


; 

1
0 036 0 02127 41 668 0 08 36 89

53 13

1
0 0698595

53 13

SAa ( , , sin , , sin , )
sin ,

,
sin ,

       

 

 





 

 ]s/m[0873245,0a 2
SA  ;  

 ]s/rad[17465,0
5,0

0873245,0

SA

a 2SA
SA 



  

]i  

              
ooo

SASAA
t
S

r
S

13,53cos087,087,36cos08,0668,41cos02127,0036,0

13,53cosa87,36cosa668,41cosaaa



  

, 

  2r
S s/m1682836,0a  .  

  
 Apl. 4.9. 
 Pentru sistemul de bare din figura Apl-4.9, la momentul considerat, 

vitezele punctelor A ]i C au m`rimile  s/m2vA   ]i  s/m3vC   iar direc\iile 
]i sensurile conform reprezent`rii. S` se determine m`rimea ]i direc\ia vitezei 
punctului  B. 
 

5 

12

4

3

A

B

CAv

Cv

Fig. Apl-4.9
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 Rezolvare:   

Culisele   A  ]i   C  se  mi]c`  
rectiliniu  dup` direc\iile orizontal` 
respectiv  
vertical`, cu vitezele cunoscute ca date 
ini\iale. Deci ]i capetele  A  ]i  C ale 
tijelor  AB  ]i  BC  care execut` mi]care 
plan paralel`, au acelea]i viteze cu 
culisele. 
  
 Din mi]carea plan paralel` a 
fiec`reia dintre tijele AB  ]i  BC se scriu 
ecua\iile vectoriale: 
 

- pentru punctul B (articula\ie 
cilindric`) ce apar\ine tijei AB: 

 
AB
BA

.oriz

AB vvv


           (1) 

- pentru punctul B (articula\ie cilindric`) ce apar\ine tijei BC: 

 
BC
BC

.vertic

CB vvv


  (2) 

Compar`m rela\iile (1) ]i (2), prin intermediul vectorului vitez`, Bv , a 
punctului B  ]i ob\inem: 

 
BC
BC

.vertic

C
AB
BA

.oriz

A vvvv


  (3) 

 Reprezent`m grafic ecua\ia vectorial` (3), fig. Apl-4.9.a, apoi o proiect`m 
pe axele sistemului de referin\` xOy ]i ob\inem: 
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Fig. Apl-4.9.a 
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]i  s/m09,2
13

5

56

13
2vBx  ,  

 s/m214,0
13

12

56

13
vBy  ,  

 s/mj214,0i09,2vB    

 
 Apl. 4.10 
 Manivela  M  din figura Apl-4.10 se rote]te cu viteza unghiular` 

constant`  s/rad3M  , [n sens 
trigonometric. S` se determine vitezele 
unghiulare ale barelor  T1  ]i  T2  ]i 
viteza punctului B. 

 
 

Rezolvare: 
Mi]c`rile elementelor 

componente sunt: manivela  M  ]i tija  
T2   fac, fiecare mi]care de rota\ie cu 
ax` fix` iar tija  T1  mi]care plan 
paralel`. 

Viteza punctului  A (articula\ie 
cilindric`) ce apar\ine manivelei  M  
este:  s/m313OAv MA   

Aplic`m o proprietate a 
distribu\iei de viteze (proiec\iile 
vitezelor a dou` puncte ale unui solid 
rigid, pe direc\ia ce le leag`, sunt egale 
[ntre ele) ]i ob\inem: 

     cosv0cosv B
o

A  

 s/m4,33
7,1/5,1

1
v

cos

1
v AB 




  

Viteza punctului  A ce apar\ine 
tijei  T1 , utiliz@nd pozi\ia CIR-ului 
determinat` [n fig. Apl-4.10.a, se poate 
exprima ]i astfel: 

        
11 TTA IAv  ,   

 

Fig. Apl-4.10 
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Fig. Apl-4.11 

T1 

2m 

1m 

5m 

2m 

1T  

T2

M

B
A 

O

O’ 





 s/rad64,0
688,4

3

IA

v

1

1

T

A
T   ,  

[n care 
1TIA  s-a determinat astfel: 

  m688,45,1
8,0

5,2
IA

1T  . 

Din mi]carea de rota\ie a tijei  T2  rezult` ]i viteza unghiular` 
2T , astfel: 

            s/rad2
7,1

4,3

B'O

vB
T2

      

  

Apl. 4.11 
La momentul considerat, viteza 

unghiular` a barei(tijei)  T1  din figura 
Apl-4.11, este  s/rad2

1T  , [n sens 

orar. S` se determine vitezele unghiulare 
ale manivelei  M  ]i barei  T2 ,  ]i viteza 
punctului B. 

 
 

Rezolvare:  
Tija T1 (AB) execut` mi]care plan paralel` cu centrul instantaneu de 

rota\ie [n I'O  . Direc\iile vitezelor 
capetelor  A  ]i  B  ale tijei  T1  sunt 
cunoscute (fig. Apl-4.11.a), adic` 
perpendiculare pe manivela OA 
respectiv tija O’B (fiecare f`c@nd rota\ie 
cu ax` fix`). 

Rela\ia vectorial` [ntre  Av   ]i  Bv  
este: 

           
AB

BA
OA
A

B'O
B vvv



               (1) 

dar           

 s/m246,8212ABv 22
TBA 1


 Reprezent`m grafic ecua\ia 
vectorial` (1), fig. Apl-4.11.b, apoi o 
proiect`m pe axele sistemului de 

referin\` xOy ]i ob\inem: 

Fig. Apl-4.11.a 
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sinvsinv

cosvvcosv

BAB

BAAB  

 o
oBAB 96,75sin246,8

13,53sin

1
sinv

sin

1
v 


  

 s/m10vB    ]i   s/m4
17

1
172

5

3
10vA    

 Acum putem determina vitezele unghiulare ale manivelei  M  ]i tijei  T2  
din rota\iile lor [n jurul axelor fixe corespunz`toare, astfel: 

  s/rad2
2

4

OA

vA
M  ;  

  s/rad2
5

10

B'O

vB
T2

 .  

 
Apl. 4.12. 

 Placa omogen`  P  de forma unui triunghi echilateral cu latura de 0,3 m, 
ar`tat` [n figura Apl-4.12,  este articulat` cilindric la tija  T (AO) ce se rote]te [n 

jurul punctului O, [n sens trigonometric, cu viteza unghiular` 
 s/rad2OAL  . Placa  P  este deasemenea articulat` cilindric la blocul  B, 

Fig. Apl-4.12 
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Fig. Apl-4.12.a 
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prin ]tiftul  B,  care se mi]c` [n canalul indicat (45o fa\` de orizontal`). S` se 
determine viteza unghiular` a pl`cii triunghiulare  P. 
 

Rezolvare: 
  Mi]c`rile elementelor componente sunt: tija  T  face mi]care de rota\ie 

cu ax` fix` iar placa  P  execut` mi]care plan paralel`, cu C.I.R. [n I (fig. Apl-
4.12.a). 

Viteza punctului  A (articula\ie cilindric`) ce apar\ine tijei  T  este: 

  s/m3,0
2

3,0
2OAv TA  . 

Viteza punctului  A ce apar\ine pl`cii  P, utiliz@nd pozi\ia C.I.R 
determinat` [n fig. Apl-4.12.a, se poate exprima ]i astfel: 

       IAv PA  , 

  s/rad73,2
2/3,030cos3,0

3,0

AI

v
o

A
P 


 .  

 

Apl. 4.13 
 Cele patru bare din figura Apl-4.13, fiecare av@nd lungimea 0,4m iar dou` 
dintre ele vitezele unghiulare indicate [n figur`, sunt conectate [ntre ele ]i la 
sistemul fix prin articula\ii cilindrice. S` se determine viteza punctului C ]i 
vitezele unghiulare ale barelor(tijelor)  T1  ]i  T2  pentru pozi\ia indicat` [n 
figur`. 
 

Rezolvare:  
 Pentru punctele  B  ]i  D,  apar\in@nd manivelelor  M1  respectiv  M2  [n 

Fig. Apl-4.13

 s/rad3
2M 

4

E 

T2 T1D C

B A

M2 M1

 s/rad5
2M 

3 

0

Fig. Apl-4.13.a 

4

3

x 

y 

Bv

Directia vitezei CBv  

O 

Dv

Directia vitezei CDv  

Cv

CBv

CDv
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mi]care de rota\ie cu ax` fix` [n jurul punctelor A ]i E, putem scrie:  

  s/m2,14,03ABv
1MB  ,   s/m24,05EDv

2MD  . 

 Din mi]carea plan paralel` a fiec`reia dintre tijele  BC (T1)  ]i  CD (T2)  
se scriu ecua\iile vectoriale: 

- pentru punctul C (articula\ie cilindric`) ce apar\ine tijei BC: 

 
BC
CB

AB

BC vvv


  (1) 

- pentru punctul C (articula\ie cilindric`) ce apar\ine tijei CD: 

 
CD
CD

ED

DC vvv


  (2) 

Compar`m rela\iile (1) ]i (2), prin intermediul vectorului vitez`, Cv , a 
punctului C  ]i ob\inem: 

 
CD
CD

ED

D
BC
CB

AB

B vvvv


  (3) 

 Reprezent`m grafic ecua\ia vectorial` (3), fig. Apl-4.13.a, apoi o 
proiect`m pe axele sistemului de referin\` xOy ]i ob\inem: 

 














CDDB

DCB

v
5

3
vv

5

4
vv

,   s/m6,12
5

4
v

5

4
v DCB   

  s/m4,22,12
5

3
vv

5

3
v BDCD    

Din figura Apl-4.13.a se determin` m`rimea vitezei punctului C ( Cv ): 

          2222
CB

2
BC s/m26,12,1vvv  ,  

apoi vitezele unghiulare ale barelor (tijelor)  T1  respectiv  T2 : 

  s/rad4
4,0

6,1

CB

vCB
T1

 ,  

  s/rad6
4,0

4,2

CD

vCD
T2

 .  
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44..aa..    AANNAALLIIZZAA  CCIINNEEMMAATTIICC~~  --  SSOOLLIIDDWWoorrkkss  --  
--  CCOOSSMMOOSSMMoottiioonn  

 

 
 

  

 
  

 
 

Fig. SW_4.1.  Traiectoriile unor puncte ale componentelor, realizate cu ajutorul 
programului SOLIDWorks - COSMOSMotion 
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Fig. SW_4.2.  Traiectoriile unor puncte ale componentelor, realizate cu ajutorul 

programului SOLIDWorks – COSMOSMotion – reprezentate in explozie 
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Fig. SW_4.3.  Deplasarile componentelor realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion 
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Fig. SW_4.4.  Vitezele  liniare pentru doua puncte din structura (proiectii pe axe si marime)   
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion 
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Fig. SW_4.5.  Vitezele  liniare pentru doua puncte din structura (proiectii pe axe si marime)   
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion– reprezentate in explozie 
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Fig. SW_4.6.  Acceleratiile liniare ale bucsei  in miscarea rectilinie (proiectii pe axe si marime)   
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion 
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Fig. SW_4.7.  Acceleratiile liniare ale stiftului de pe disc in miscarea circulara(proiectii pe axe si marime),  
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion 
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Fig. SW_4.8.  Acceleratiile liniare ale centrului de greutate de  pe tija in miscarea plan-paralela(proiectii pe  
axe si marime), realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks – COSMOSMotion 
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