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SIMULAREA SISTEMELOR MECANICE

1. INTRODUCERE

1.1. Unitifi de misura.

Este necesar ca pentru fiecare marime fizica sd se defineasca un procedeu de
masurare si o unitate de masurd. Dar, nu toate marimile fizice din naturd sunt
independente si, intre unele dintre acestea exista relatii de dependentd. Unitatile de
masurd independente sunt unitatile fundamentale iar celelalte sunt unitdtile
derivate.

Din punctul de vedere al unitétilor primitive sau fundamentale alese, exista
doua sisteme pe teritoriul tarii noastre:

1. Sisteme fizice, care au la baza unitati pentru lungime (pentru masurarea

spatiului), de timp si de masd. Exista doua sisteme fizice, sistemul fizic
CGS avand ca  unitati  fundamentale centimetrul, gramul si
secunda, precum si sistemul international SI avand ca unitati de baza

Tabelul 1.1.

Nr Unitatea SI
crt. Marimea Denumirea Simbolul E)Epr esta I . Ecuz}tla <
unitati fundam. | dimensionala

| | Lungimea metrul m - L

2 |Masa kilogramul kg - M

3 | Timpul secunda S - T

4 |Aria metrul patrat m? - L’

5 |Volumul metrul cub m’ - L’

6 |Viteza metrul pe secundi m/s - LT!

7 |Acceleratia metrul pe secunda /s i LT

la patrat
8 |Densitatea kilogramul pe 3 3
metru cub kg/m ] ML

9 |Frecventa hertz Hz s! T!

10 |Forta newton N kgm/s LMT

11 |Presiunea pascal Pa N/m’ L'MT?

12 Energlg, lucrul joul ] Nm L2MT>
mecanic

13 |Puterea watt W Nm/s L*MT?

14 |Unghiul plan radian rad - -

15 Vlte;a . radian pe secunda rad/s - T
unghiulara

16 Acce.lera‘,uva radian pe secunda rad/s? i T2
unghiulara la patrat

17" |Momentul unei newton metru Nm - L*MT?
forte
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metrul, kilogramul si secunda. Acest sistem a devenit obligatoriu in tara
noastrd incepand cu cea de-a XI Conferintd Internationald de Masuri si
Greutiti (Paris 1960). In tabelul 1.1. se prezinti aceste unititi derivate si
cu denumiri speciale. In acest sistem se pot folosi multipli si submultipli
zecimali care se exprima folosind prefixe si simboluri corespunzatoare.

2. Sisteme tehnice, care au la bazd ca unitdti fundamentale cele pentru
lungime, timp si fortd. Un astfel de sistem a functionat si in tara noastra
pand in anul 1960 si care a avut la bazd metrul, kilogramul forta si
secunda, si este notat cu MKfS. Un sistem similar se foloseste si azi in
tarile anglo-saxone, avand ca unitati fundamentale piciorul (0,3048 m),
livra (4,45 N) si secunda.

Definitiile unitatilor fundamentale SI date de Conferinta Generald de Masuri

si Greutati (CGPM), sunt:

1. Metrul este lungimea egalda cu 1650763,73 lungimi de undd in vid a
radiatiei corespunzdtoare tranzitiei intre nivelele de energie 2p,, si 5d; ale atomului
de kripton 86 (a XI conf. 1960).

2. Kilogramul este unitatea de masa, el este egal cu masa prototipului
international al kilogramului, realizat din platind iradiatd ce se pastreaza la Biroul
International (CGPM 1889).

3. Secunda este durata a 9192631770 perioade ale radiatiei care corespunde
tranzitiei intre cele doud nivele de energie hiperfine ale starii fundamentale ale
atomului de cesiu 133 (CGPM 1967).

Pentru multipli si submultipli se pot folosi urmatoarele cateva simboluri si
prefixe:

MULTIPLII Submultiplii
10! deca da 10" deci d
10 hecto h |10 centi c
10° kilo k |10° mili m
10° mega M |10° micro n
10° Giga G |10” nano n
10"°Tera T |10 pico p

1.2. Aspectul geometric al legiaturilor
Daci un punct material este actionat de un sistem de forte F. este limitat
in mobilitatea sa (i se micsoreazd numarul gradelor de libertate) spunem ca acest
punct material este supus la legdturi. Aceste limite pot fi introduse prin obligarea
punctului material de a rdiméne in contact cu o suprafatd, cu o curba, sau plasat
intr-un punct geometric fix din spatiu. Punctul material liber are 3 grade de
libertate (sunt necesari 3 parametri scalari pentru a cunoaste pozitia sa). In
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mecanicad sunt utilizate diverse sisteme de referintd: carteziene, sferice,
cilindrice, polare, intrinseci, etc.

Z
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\L_/ _-:-I\-/I-I
/’ &--I
[F:-—\ Ilr
NN - =
R (vy T/
,,,,, | T | z
ol|% — | i/
| L 2]
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0 I y 0o — Y
N
X "o «
a) b)

Fig. 1.1.

Relatiile de legdturd intre coordonatele carteziene §i coordonatele sferice
(fig. 1.1.a):
X=r-sin@-coso
y=r-sing-sin® (1.1)
Z=r-CoSQ

Domeniile de valori ale coordonatelor sferice sunt:

0<r<w
0<0<2n (1.2)
0<op<m

Relatiile de legdaturd intre coordonatele carteziene §i coordonatele
cilindrice (fig. 1.1.b):

X=a-coso
y=a-sino (1.3)
z2=12

11
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Domeniile de valori ale coordonatelor sferice sunt:

0<a<w
0<0<2n (1.4)
—00<LZ<®

Fig. 1.2.

Daca punctul material este obligat sd rimana in contact cu o suprafatd fixa
din spatiu, punctul material are 2 grade de libertate. Daca punctul material este
obligat sd rdméand 1n contact cu o curba fixa din spatiu, atunci el va avea un
singur grad de libertate (fig. 1.2. - elicea cilindrica).

X =a-cos0 0
y=a-sin0 {asemanare: - 2a- } (L.5)
z=(p/2-m)-0. boemd

1.3. Aspectul mecanic al legzturilor

Daca un punct material este supus la legaturi, acestea actioneaza asupra sa
cu niste forte care se numesc forte de legituri sau reactiuni. In cazul punctului
material legat existd axioma legaturilor: “Unui punct material supus la legdturi
i se pot suprima legdturile cu conditia ca in locul lor sd se introducd reactiuni
sau forte de legaturd care sd aibd acelagi efect mecanic cu cel pe care l-au avut
legaturile”.

12
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2. STATICA SOLIDULUI RIGID

2.1. Solidul rigid liber

2.1.1. Probleme ale staticii solidului rigid liber

In general solidul rigid in realitatea obiectivd se afli supus la legituri,
adica in interactiune cu alte corpuri. Totusi, pentru a utiliza relatiile matematice,
solidul rigid se idealizeazd considerand existenta solidului rigid in stare libera.
Solidul rigid liber este un corp care poate ocupa orice pozitie in spatiu (nu i se
impune nici o restrictie geometricd), pozitia sa depinzand numai de fortele care-1
actioneaza.

Conditia necesara §i suficientd ca un solid rigid liber sd ramdnd in
echilibru, este ca torsorul sistemului de forte aplicate acestuia, calculat in
raport cu un punct oarecare O din spatiu, sd se anuleze:

_ [R=0
To(E)={M o 2.1)

Relatiile (2.1) permit rezolvarea urmatoarelor doud categorii de probleme:
a) Cunoscand fortele care actioneazd asupra unui solid liber, ca
functii de coordonatele punctelor lor de aplicatie, sd se determine
pozitia de echilibru a solidului.
b) Cunoscdnd pozitia solidului rigid liber, sd se gdseascd sistemul
de forte care aplicatt asupra sa sd-l mentind in aceastd pozifie.
Prima categorie de probleme are solutie unicd iar a doua categorie nu
admite in general solutie unicd. Intr-adevir, daci s-a gisit o solutie, adica un
sistem de forte in echilibru, din acesta se pot deduce prin aplicarea regulii
paralelogramului, o infinitate de sisteme cu efect nul, fiecare reprezentind o
solutie a problemei. Uneori natura datelor problemei asigura unicitatea solutiei.

2.1.2. Conditiile de echilibru ale solidului rigid liber

2.1.2.1. Sisteme de forte oarecare in spatiu

Proiectand ecuatiile vectoriale (2.1) pe axele sistemului de coordonate
carteziene Oxyz, obfinem urmatoarele sase ecuatii scalare de echilibru pentru
cazul sistemului de forte spatiale oarecare ce actioneaza solidul rigid:
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= (2.2)

Zn:(xi 'Fiy A 'Fix):O

Li=l

In unele cazuri practice, sistemele de forte aflate in echilibru, constau
numai din trei forte. Cunoasterea proprietatilor specifice acestor sisteme cat si a
altor sisteme particulare de forte, usureazd rezolvarea problemelor de statica
solidului rigid prin reducerea numadrului de ecuatii scalare, particularizari ce vor
rezulta din ecuatiile (2.2).

2.1.2.2. Sisteme compuse din trei forte

Presupunem un sistem de trei forte F, (i=1,2,3) actionind asupra unui
solid rigid (fig. 2.1) in tre1 puncte necoliniare O,, O, si O;.

Conditia necesara si suficienta
pentru ca acest sistem de forfe sa
fie in echilibru, este ca torsorul de
reducere calculat in raport cu un
punct oarecare si fie nul. In cazul
a trei forte aceastd condifie poate
fi substituita astfel: sistemul de
trei forte aplicate in trei puncte
necoliniare, este in echilibru,
dacd cele trei forte sunt
coplanare  si  cu  suportii
concurenti in acelasi punct sau
paraleli cu o directie comund.

Pentru a demonstra ca fortele
trebuie sd fie coplanare se
procedeaza astfel:

Torsorul in punctul O, trebuie
sa fie nul, adica:

Fig. 2.1.
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By={_— 23
Tol( 1) {Mol — O ( )
unde vectorul moment rezultant Mol este:

Mol = Mol (F) "‘Mo, (F) "‘Mo, (F)=0,
insa Mol (F)=0, deoarece F, este aplicatiin O,.

Deci
M, (E)+M,, () =0|-5,,.
812 'Mo1 (E)+812 'Mo1 (E)ZO- (2.4)

Dar momentul fortei F, 1in raport cu axa O,0, este nul deoarece este
aplicati pe aceastd axi, J,, 'Mol (F,)=0.

Din relatia (2.4) rezulti ci §,, 'Mol (F;) =0, respectiv momentul fortei
F, in raport cu axa 0,0, este nul. Pentru a fi nul, aceasti fortd (F,) trebuie s
fie situatd in planul definit de cele trei puncte necoliniare O,, O, st O;. Prin

rationamente analoge se concluzioneazi ci si fortele F, si F, sunt situate in
acelasi plan definit de punctele O,, O, si O;.

Pentru a demonstra ca suporturile fortelor sunt concurente sau paralele se
procedeaza astfel:
a) Presupunem ca forfele F, s1 F, sunt concurente intr-un punct O,,

(fig. 2.1) si scriind relatia momentului rezultant calculat in raport cu acest punct,
ca sumd de momente ale fortelor sistemulu1 F,, F, s1 F;, se obfine:

Molz (E) = O’

dar F; # 0 de unde rezulti ci suportul fortei F, trebuie si treaci prin O,
Deci cele trei forte au suporturile concurente in O,,.

b)  Presupunem ci fortele F, si F, sunt paralele iar forfa F, nu-i
paraleld cu acestea, fapt care ar conduce la concurenta lui F; cu suportul lui
E. Conform celor de la punctul a) ar trebui ca si suportul lui E sa fie
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concurent in acelasi punct cea ce contrazice ipoteza (paralelism intre F, si F,),
decisi F, este paraleld cu directia comund a fortelor F, si F,.

2.1.2.3. Sisteme de forte concurente

Consideram punctul de concurentd al fortelor chiar punctul ce coincide cu
originea sistemului de axe O. Deoarece momentele axiale ale tuturor fortelor
sunt nule 1n raport cu axele sistemului de referintd, din cele sase conditii (2.2),
raman ca si conditii scalare de echilibru numai urmatoarele trei relatii:

>E, =0 (2.5)

2.1.2.4. Sisteme de cupluri

Intrucat pentru sistemele de cupluri ecuatiile de proiectii sunt identic

satisfacute, raman distincte, ca si conditii scalare de echilibru, numai cele trei
ecuatii de momente, adica:

;(3“ .Fiz _Zi .Fiy):O
> (z,-F, —x,-F,)=0 (2.6)

i=1
n

> (x;-F, =,"F,)=0

i=l1

2.1.2.5. Sisteme de forte coplanare

Deoarece alegerea sistemului de referintd este arbitrard se considera
planul de actiune al sistemului de forte ce actioneaza asupra rigidului suprapus
cu planul xOy al triedrului de referintd. Aceastd alegere impune F,, =0 si

z, =0 s1 ecuatiile scalare de echilibru (2.2) se reduc la urmatoarele:

18
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SF, =0 @)

Z(Xi 'Fiy A 'Fix):O

i=1

Se poate afirma asadar cd pentru un sistem de forte coplanare exista
numai trei ecuatii scalare de echilibru: doud ecuatii de proiectii si o ecuatie de
momente.

2.1.2.6. Sisteme de forte paralele

Alegand judicios sistemul de referintd, adica axa Oz dupd directia comuna
a fortelor (aceastd alegere nu diminueazd din generalitatea problemei), caz in
care F;, =0 si F, =0, ecuatiile scalare de echilibru de forma (2.2) se reduc la

urmatoarele trei:

Z(Yi 'Fi): 0 (2.8)
i(xi 'Fi): 0

i=l

Deci pentru un sistem de forte paralele existd trei ecuatii scalare de
echilibru, o ecuatie de proiectii si doua ecuatii de momente.

2.2. Echilibrul solidului rigid supus la legaturi
ideale

Legéturile pot fi suprimate introducand in locul acestora reactiunile,
fortele de legdaturd care, din punct de vedere mecanic sunt echivalente cu
legaturile. Se elibereaza solidul de legaturi, transformandu-I intr-unul liber, doar
actionat de fortele efectiv aplicate si cele de legiturd. In acest caz, conditia
necesara si suficienta ca solidul rigid sa fie in echilibru este ca torsorul tuturor
fortelor efective si de legdtura calculat Intr-un punct oarecare sa fie nul.

Legéturile ideale ale solidului rigid:

. reazemul simplu (fig. 2.2): un corp care este obligat sd rdmana in
permanentd n contact cu un alt corp printr-un punct 4, atunci el este rezemat
simplu. Aceastd legaturd micsoreazd numadrul gradelor de libertate cu o
unitate iar din punct de vedere mecanic introduce o singurd necunoscutd
scalard (marimea interactiunii).

19
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1 | f5()
i articulatiei i R
v _eilindrice "
" simbolul |
| reazemului |
\ Qi/rﬂ"llﬂ,, !
(4
|/
1/
Fig. 2.2. Fig. 2.3.
" articulatii:
. articulatia sferica (fig. 2.4). se intalneste la corpurile actionate de

fortele spatiale si este realizatd prin imobilizarea unui punct al solidului rigid
intr-un punct geometric din spatiu. Geometric acest lucru micsoreaza numarul
gradelor de libertate cu trei, iar mecanic introduce trei necunoscute.

. articulatia cilindrica (fig. 2.3): reduce din punct de vedere
geometric numarul gradelor de libertate cu doud unitdti, iar din punct de vedere
mecanic introduce doud necunoscute. Daca corpul este prin obligarea unui punct
al sdu sa se suprapund cu un punct fix din spatiu se realizeaza articulatia
cilindrica.

. incastrarea (fig. 2.5): legdtura solidului rigid care il imobilizeaza in

totalitate. Deci, geometric aceasta reduce numarul gradelor de libertate la 0, iar
mecanic introduce 6 necunoscute [Eff), ﬁ(ye) , RV, MY, ng) , MY ]

z

Capdtul incastrat in perete este actionat de o infinitate de forte p ale caror legi

20
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de distributie sunt necunoscute. Avand in vedere ca sistemul ecuatiilor de

Fig. 2.5,

echilibru are 6 ecuatii, nu putem rezolva problema reactiunii din incastrare,
determinand fiecare din cele o infinitate de forte p. Putem insa calcula torsorul

sistemului de forte de legatura p, in centrul de greutate O al sectiunii de incas-

(¢)

trare, care va fi constituit din vectorul rezultant R’ si vectorul moment rezul-

tant M(f) .

2.a. STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

Sistemul de corpuri este construit dintr-o multime de corpuri aflate in
interactiune mecanicd permanentd. Problemele de sisteme de corpuri se pot
rezolva prin metode bazate pe doud teoreme:

Teorema solidificarii:

Dacd un sistem deformabil de corpuri rigide este in echilibru sub
actiunea unui sistem de forte efectiv aplicate, el va ramdane in echilibru si dacd
se solidifica corpurile intre ele, pastrand legdturile exterioare.

Teorema echilibrului partilor:

Dacad un sistem de corpuri este in echilibru, actionat fiind de un sistem de
forte efectiv aplicate, orice subsistem din componenta sa este in echilibru sub
actiunea fortelor aferente corespunzdtoare, care pot fi in cazul cel mai general,
forte efectiv aplicate, forte de legdaturd interioare sau forte de legdturd
exterioare.
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APLICATH LA CAPITOLELE 2 $i2.a

_Fl=10[kN)) | Apl. 2.1
0.6 m “osm Sa 5¢
— — determine
AL C D reactiunile

din capetele
A si B ale
= P pemmmmmmm ool -

" p=10[kN/m] | barei  cotite

[ ACDB,
. supusa
12m \ actiunii
it sistemului de
60° f - forte din
o\ 'B | figura  Apl-
2.1.
A\
Fig. Apl-2.1
Rezolva
re:
0,6 m Dupa
,,,,,, eliberarea  de
ﬂé,,‘::\,\o legaturi
« (reazem simplu
777777 in A si
SN articulatie

cilindrica in B)
se obtine un
solid rigid liber
dar actionat de
fortele efectiv
aplicate si de
cele de
legitura  (fig.
Apl-2.1.a).

Fig. Apl-2.1.a Ecuatiile de
echilibru, 1in

sistemul de referintd cartezian cu originea in B, sunt:
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H, - P-sin60° =0,
V, +N, ~F—P-cos60° =0, (1)
F-(0,6+12-c0s60°)+P-0,4-N, -(1,2+1,2-cos60° )= 0.

N, =%-(F-1,2+P-0,4)=%-(10-1,2+6-0,4)=8[kN]; .

H, =P-sin60° = 6-sin60° = 5,196 [kN]; *
Vi =F+P-c0s60° —~N, =10+6-cos60° —8=5[kN]. o

Apl. 2.2

Bara omogend AB avand masa m =100 [kg] este mentinutd in pozitia

orizontald, indicatd in fig. Apl-2.2, prin articulatia cilindrica din A si cablul
BCD trecut peste un scripete in C. Daca tensiunea maxima suportatd de cablul

o ) BCD este
2 B S S=800[N] (altfel
D — : : “\L
peashm ST o e s se
~":\600 determine lungimea
& @ maximd a_,, cu
\D\/%I ) B originea de
masurare capatul A,
10 m pe care este
distribuitd  sarcina
, uniforma

Fig. Apl-2.2 p=25 [kN / m]

Apoi sd se

determine componentele orizontala si verticala ale reactiunii din A la limita de
rupere a cablului.

Rezolvare:

Dupa eliberarea de legaturile - articulatie cilindrica in A si legdturi cu fir
in B 51 D - se obtine un solid rigid liber dar actionat de fortele efectiv aplicate si
de cele de legiturd (fig. Apl-2.2.a).

Fortd efectivd este numai sarcina uniformd p=2,5[kN/m]| care se
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Yy
P=p-a [kn]) SEs) s
\:z\\\:: “y

ﬁA Er Dl / 60°
o o YN v v v V ‘ W Q\ X
h % 777777777777 7 ' ,,,,,,

T O= ;_\‘; D i B/i

Vit | G 777777 ‘42 m=>|

77777 1<— a = \ 5m

10 m
Fig. Apl-2.2.a

inlocuieste cu rezultanta corespunzatoare, adica:
P=p-a=25-alkN]

Ecuatiile de echilibru, in sistemul de referinta cartezian sunt:

S-cos60° -H, =0,
1V, +8"sin60° +S—-G —P =0, (1)

S'-sin60°-8+S-10—G-5—P-%=O.

Tensiunea maxima suportati de cablul BCD este S =S'=800 [N] astfel ci
in sistem sunt numai trei necunoscute: H,, V, si a.

Din ecuatia(1;), dupd inlocuirea expresiei fortei P in functie de a, se
obtine:

a:\/g'(s'-sin60°-8+S-10—G‘5):
Y

:\/%-[O,S-(sin@" 8+10)-0,981-5]

= a=2,63[m]; .

H, =S-cos60° =0,8-cos60° = 0,4 [kN|=400[N]; o
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V, =G+P—S-(sin60° +1)=
= 0.981+2,5-2,63—08-(sin60° +1)= 6,063 [kN].

Apl. 2.3
Sa se determine componentele fortelor de legaturd din incastrarea

1,2 m 0,6 m 1,8 m

Fig. Apl-2.3
A, pentru bara AD supusad actiunii sistemului de forte din figura Apl-2.3.

Rezolvare:
Dupa eliberarea de legatura incastrare pland se obtine un solid rigid liber

Y
P(: % +30-18=27 [kN]]
fffffff sk o305 /]
et
i o
”””” 12m 0,6m 1.8m
Vi
Fig. Apl-2.3.a

dar actionat de fortele efectiv aplicate si de cele de legatura (fig. Apl-2.3.a).
Ecuatiile de echilibru, in sistemul de referintd cartezian cu originea in A,
sunt:

25
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F-cos60°-H, =0,
V,—F-sin60° -P =0,

M, -F-sin60°-1,2-P-3=0.
H, =F-cos60° =45-cos60° = 22,5 [kN]

V, =F-sin60° + P = 45-sin 60° + 27 = 65,97 [kN]

b

(1

c *

M, =F-sin60°-1,2+P-3=45-sin60°-1,2+27-3=127,77 [kN] ,

Fig. Apl-2.5

Bara ABC
articulata cilindric in B
si rezemata prin rola A
pe suprafata inclinatd
cu 30° fata de
orizontala (fig. Apl-

2.4), este supusa
actiunii fortei
distribuite liniar

p=80[N/m] si unui
moment
M=60[N-m]. Si se
determine marimea
Raspuns:

R, =214,07 [N].

Apl. 2.5

Sa se deter-
mine  reactiunile
din punctele A, B
si C, pentru bara
cotita ABC,
rezematd in cele
trei puncte (fig.
Apl-2.5), daca se
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neglijeaza frecdrile in toate punctele de rezemare.
Rispuns: N, =190[N]; N, =30326[N]; N_.=8556[N].

Apl. 2.6

Sa se  determine
fortele de legdtura
exterioare din punctele A
p=150 N/m si F, pentru sistemul de
3m bare sudate intre ele, din
figura Apl-2.6. Sistemul de
forte efective este constituit
din  sarcina  distribuita
uniform p =150 [N/m].

Se neglijeazd  greutatile
proprii ale barelor.

Raspuns:
R, =1258,44 [N];

N, =802,2 [N].

/ ‘ Sd se determine

777777777777777777 (E(leOO[N]\\i "5 (Loeqln]y fortele  de  legdturd

Cp=I1SON/m |, T Pt ¥ exterioare (reactiunile)

L - . din incastrare, pentru

bara cotitd din figura

Apl-2.7. Sistemul de

A $1 m forte  efective  este

constituit din sarcina

2m 2m distribuita uniform

p=150 [N/m| si trei

sarcini concentrate

L . (doud verticale si una

orizontald). Se

Fig. Apl-2.7 neglijeaza greutatea
proprie barei.

Rispuns: R, =1000 [N]; R =1550 [N]; M} =2300 [N-m].
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28

Raspuns:

Fig. Apl-2.8

M =86,177 [N-m].
A

[

N . TN
RN 2
| N S
% RN
N

Q

d)

Fig. Apl-2.9

Apl. 2.8

In figura Apl-2.8,
placa omogena
(triunghi echilateral
avand laturile egale cu
0,3m) are masa
m =80 [kg] si este
sustinutd de catre bara
AO si de piatra de
culisd (reazem simplu
fara frecare) in punctul
B. S& se determine
marimea  momentului
M, daca placa este in
echilibru 1n  pozitia
indicatd in figurd, sub
actiunea acestui
moment §i a greutdfii
proprii.

Apl. 2.9

In problema Apl.
2.8 se¢ inlocuieste
momen-tul M cu o forta
verticala P aplicatd in
punctul D (fig. Apl-
2.9). Sa se determine
marimea fortei P, daca

. placa este mentinutd in

echilibru sub actiunea
greutdtii proprii s a
acestei forte.

Raispuns:

P =2144,11[N].
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A c Apl 210
1 Sd se determine forta
\ cu care boltul articulatiei
' cilindrice din A actioneaza
1.5m BTN - asupra pldcii dreptunghiulare
 F=900[N] | - de greutate neglijabild (fig.
- . » Apl-2.10), daca in C placa
L0 =25 7 = @ B este suspendati la plafon in
AP D printr-un fir.
<——12m———>Kk——12m ——>
Raspuns:
Fig. Apl-2.10 R, =1843[N].
A M =300Nm
> | £ Apl. 2.11
/A Repetarea
N AN intrebdrii  din
LSm =50 problema
. _ precedenta-
= < Apl. 2.10, dacd
(=257 B asupra  plicii
D actioneazi un
DY N\ cuplu
<—— 12m —e% 12m — M =300 [N-m]
- F(=900N) ! cain fig. Apl-
[ i 2.11 si daca
cablul este
Fig. Apl-2.11 inlocuit de catre

o fortd efectiv
aplicatd P =600 [N] De asemenea, placa 1n acest caz se sprijind pe o rola in D
ca in figurd.

Raspuns: R, =569,6 [N]
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Apl. 2.12

Un mecanism
de amortizare
(mentinere) este

reprezentat in figura
Apl-2.12.  Greutatea
cuvei impreund cu a
confinutului sdu este
G= 5.500[N]. Cuva

este in echilibru in
pozitia indicatd in
figura, centrul de
greutate  filnd 1n
punctul C. Si se
<— 18m 12m determine = marimea
fortet S,y din tija

Fig. Apl-2.12 AB a sistemului care

constd din cilindrul
hidraulic cu tija corespunzdtoare, pentru mentinerea si coborarea cuvei.

Réispuns: S, =4427,41|N].

Apl. 2.13

Discul  neted
(se neglijeaza
frecarea) din figura
Apl-2.13 este
articulat cilindric in
D si are greutatea
G = 90[N]. Daci se
neglijeaza greutatile
barelor sd se
determine
reactiunile din B si

Fig. Apl-2.13 D.

1,05m

Rezolvare:
Metoda I . Se utilizeaza teorema echilibrului partilor aplicata fiecarui
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corp din componenta sistemului.

Fig. Apl-2.13.a

_______

<«— 09m —3

y
C ﬁc
1,05m
ISy X
|\ g
HB
Vy

Fig. Apl-2.13.b

Ecuatiile de echilibru pentru discul de greutate G :90[N] (fig. Apl-

Fig. Apl-2.13.c

2.13.a) eliberat de
legaturi (teorema
echilibrului  partilor),
in sistemul de referinta
cartezian cu originea in
O=D situat in centrul
discului, sunt:

-Hp =0,
)
Ng-V,-G=0.
Ecuatiile de

echilibru pentru bara
cotita BCD (fig. Apl-
2.13.b) de greutate
neglijabila, eliberata de
legdturi (teorema
echilibrului  partilor),

in sistemul de referinta cartezian cu originea in B = O, sunt:
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H, - N —Hg =0,
V. +V, =0, @)
N¢-1,05-V,-0,9—Hp, -1,05=0.

Ecuatiile de echilibru pentru bara semicirculara AEB (fig. Apl-2.13.c) de
greutate neglijabila, eliberatd de legdturi (teorema echilibrului partilor), in
sistemul de referintd cartezian cu originea in O=0’, sunt:

H,-H, =0,
V, - Vi —Ng =0, 3)
~V5-0,9-V, -09=0.

Rezolvand sistemul de 8 ecuatii liniare constituit din grupurile de ecuatii
(1), (2) s1 (3) obtinem:

din ec. (1))
= Hy=0; (1,7
din ec. (3))
= H, =Hg; 3,)
din ec. (3;)
din ec. (2,)
= Vy=-V; (2,°)
din ec. (2))
= N¢ =-Hg; 2))

din ec. (3,) 51 (35’)

= Ng=V,-Vy=2-V, =-2-Vg; (3,)

din ec. (1,)
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= Np;=G+Vp; (1,7)

dinrel. (3,),(1,°)si (2,)

= G-Vya=-2-V, si = V,=-V,=-G=-90[N]; ¢

din ec. (2;)

0,9 v 0,9

N = . =
€105 ° 105

.90 = 77,143 [N]; 2,) ¢

dinrel. (37),(2)) i (25)
= H, =H, =-N.=-77,143|N]; 2,) .
din rel. (3,’)

= N, =2-V, =2-90=180[N]. .

Rezolvarea sistemului constituit din grupurile (1), (2) si (3), avand 8
ecuatii si 8 necunoscute, cu ajutorul procedurilor din MATHCAD. In tabel sunt
introdusi coeficientii necunoscutelor sistemului si termenii liberi.

Nec. —> H, \V, | N, | Hy | V| N- | H | V, Term.

Nr. ec. liber
\
1, -1 0 0 0 0 0 0 0 0
1, 0 -1 1 0 0 0 0 0 90
2, 1 0 0 | -1 0 -1 0 0 0
2, 0 1 0 0 1 0 0 0 0
2, -1,05-09| 0 0 0 | 1,05 O 0 0
3, 0 0 0 1 0 0 -1 0 0
3, 0 0 | -1 0 | -1 0 0 1 0
3; 0 0 0 0 |-09] O 0 [-09 0
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Enter a non-singular matrix corresponding to the n equations in n unknowns:

-1 0O o0 0 O

0 -1 1 0 0

1 0 0 -1 0

M o 0 1 0 0 1

-1.05 =09 0 O O

0 0O 0 1 0

0 0 -1 0 -1
0 0O 0 0 -09

soln := Isolve(M ,v)

Solution: soln =

|
—_
o o o o o
S —- o o o o o o

(e)
[e)
|
O

0
90
180
—77.14286
-90
77.14286
—77.14286
90

Enter a vector of n constants:

Deci rezultatele obtinute pe cele doud cdi sunt identice.

1,05m

Fig. Apl-2.13.d

34

0
90N
0
0
Vv =
0
0
0
0
Metoda IT" .

Se utilizeaza teorema
solidificarii pentru intreg
sistemul de corpuri (fig.
Apl-2.13.d) la care se

adauga teorema
echilibrului partilor
pentru subsistemul

constituit din disc si tija
BCD (fig. Apl-2.13.e).
Ecuatiile de
echilibru pentru intreg
sistemul de  corpuri
solidificat  (fig. Apl-
2.13.d), in sistemul de
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A
C ﬁc
__________________________ 4.
6,9 m
. 1,05m
Ng |
0=B.
B
HB
Vy

Fig. Apl-2.13.¢

Hy + N =0,
N -G-V; =0,

N¢-L05+G-0,9-N-0,9=0.

referintd cartezian cu originea in O’,
sunt:

~H, -N, =0,
V,-G=0, (4)
N,-1,05-V,-0,9=0.

Ecuatiile de echilibru pentru
subsistemul solidificat, constituit din
bara cotitda BCD de greutate
neglijabild 1 discul de greutate
G =90[N]| (teorema echilibrului
partilor + teorema solidificarii), in
sistemul de referintd cartezian cu
originea in B = O (fig. Apl-2.13.e),
sunt:

)

Rezolvand sistemul de 6 ecuatii liniare constituit din grupurile de ecuatii

(4) si(5) obtinem:
din ec. (4,) s1(5))

= H, =H, =-Ng;
din ec. (4,)
= V,=G=90[N];

din ec. (4;) si (4,’)

09y _ 09
1,05 1,05

C

din ec. (4,°) si (45")

= H, =H, =-77,143[N];

din ec. (5,) si (5;)

.90 = 77,143 [N];

(4))

(4,7) ¢

(457) ¢

(4)
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= G+Vg =G+NC-1(’)095

b

din ec. (5,) s1(5,")

si

36

= N, =G+V;=90+90=180[N].

i Vp =9[N} (5,)

¢

Apoi din figura (fig. Apl-2.13.a) se determind componentele reactiunilor
din articulatia cilindrica D, astfel ca:

= H, =0,
V,=N,-G=180-90=90[N]

Deci reactiunile din articulatiile cilindrice B si D rezultd prin aplicarea
regulii paralelogramului, adica:

Ry =+(Hy P +(Vy ) =4(77,143) +(90)* =118,537[N] o

Ry, =/(Hp ) + (Vo =+/(0) +(90)* =90[N]. .

1,6 m 0,4m

o
5>
8

.

@)
"""""@9'::\‘.':';"""""""‘

Fig. Apl-2.14

Sd se determine
componentele orizontald
si verticala ale fortei cu
care stiftul din articulatia
cilindricd din D (legdtura
interioard) actioneaza
asupra barei ACDB si ale
reactiunii din A pentru
sistemul de  corpuri
reprezentat in figura Apl-
2.14, supus actiunii unei
sarcini de masa
m =100 [kg] aplicati in
punctul F. Se neglijeaza

greutdtile barelor
sistemului.

Rezolvare:

Se utilizeaza
teorema solidificarii

pentru intreg sistemul de
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corpuri (fig. Apl-2.14.a) la care se adaugd teorema echilibrului partilor pentru
bara curbd CE (fig. Apl-2.14.b), respectiv bara dreaptd DEF (fig. Apl-2.14.c).

Fig. Apl-2.14.b

Fig. Apl-2.14.a

Ecuatiile de echilibru pentru intreg sistemul de corpuri solidificat (fig.
Apl-2.14.a), in sistemul de referintd cartezian cu originea in O = A, sunt:

H, -N, =0,
V, -G =0, (1)
N, 2.8-G-2=0.

-

N, = G2 1009812 0o N
2.8 2,8

= {H, =N, =700,71 [N];

V,=G=981 [N].

\

Din figura (fig. Apl-2.14.b) se stabileste directia reactiunii R; din
articulatia cilindrica E, care apoi se utilizeaza in figura (fig. Apl- 2.14.c).
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Ecuatiile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din bara DEF
de greutate neglijabild (feorema echilibrului pdrtilor), in sistemul de referinta
cartezian cu originea in D = O(fig. Apl- 2.14.c), sunt:

y
1,6 m 0,4m
Ry -cos45° —Hp =0,
=N Ry -sin45° -V, -G =0,
Db _
T i | F R, -sin45°-1,6-G-2=0.
R v X (2)
_____ : vD 3 1 ﬁE : G n )
Y I A Rezolvand sistemul de 3
ecuatii liniare (2) obtinem:
Fig. Apl-2.14.c
.2 :
=R G 9812 =1734,18[N];

ET§in45°-1.6 sin45°-16

= Hp =R -c0s45° =1734,18-cos45° =1226,25[N]; ¢

= V, =R, -sin45° -G =1226,25-981=24525[N]. o

" p=400[N/m] Apl. 2.15
T N Incéarcarea
¥ ‘ Hom R pentru sistemul de
e ———— . corpuri din figura
/C D Apl-2.15 este

realizatd  printr-o
fortd distibuitd pe
bara dreapta AC
de intensitate
p=400[N/m] si

B o fortd concentratd
& F orizontala
N VA

aplicatd in punctul
D.
Pentru F=0
sd se determine
marimile componentelor orizontale si verticale ale reactiunilor din A si B.

38
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Rezolvare:

Se aplica teorema echilibrului partilor pentru bara AC (fig. Apl-2.15.a)
avandu-se in vedere cd intre punctele C si B este o legaturd cu tija rigida

Fig. Apl-2.15.a

incarcata numai
prin fortele de

legatura din
articulatiile
cilindrice B
(forta de
legdtura
exterioard)
respectiv C
(forta de
legdtura
interioara)
astfel ca
directiile
acestora  sunt
cunoscute —

directia dreptei
CB si marimile
necunoscute.

[nainte de

scrierea ecuatiilor de echilibru se inlocuieste forta distribuitd in lungul barei AC
- p=400[N/m] cu forta echivalenti - P =p-15=400[N/m]-1,5 [m]= 600 [N]

aplicata la jumatatea distantei dintre A si C.

Ecuatiile de echilibru pentru bara AC, in sistemul de referintd cartezian cu

originea in A, sunt:

—H, —R_-cos45° +P-cos30° =0,
V, +R. -sin45° —=P-sin30° =0,
R, -sin75°-1,5-P-0,75=0.

Rezolvand sistemul de trei ecuatii liniare (1) obtinem:
- din ec. (15)

P- .
= R.= 9’75 = 600,0’75 =310,583 [N];
1,5-sin75° 1,5-sin75°

- din ec. (1,)

(D

(1)
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H, =P-c0s30° —R-cos45° =

=600-cos30° —310,583-cos45° = 300 [N];

- din ec. (1,)

V, =P-sin30° —R . -sin45° =

= 600-sin 30° —310,583 - sin 45° = 80,385 [N].

. N

R(=310583[N])

'R, (=310583[N))

’,

AN N

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. Apl-2.15.b

(1))

(1)

Deci, reactiunea din
articulatia cilindrica C
(legatura interioard) este
deja determinatd rel. (1;’)
astfel ca este determinata si
cea din articulatia cilindrica
B (legatura exterioard):

R, =R, =310,583[N], e

iar cea din A rezultd prin
aplicarea regulii
paralelogramului, adica:

R, =(H, ) +(V, ) =(300) +(80,385) =310,583 [N]. *

Verificarea rezultatului (vezi fig. Apl-2.15.b):

R.-cos75°—=R, -cos75° =0,
P-R.-sin75° =R, -sin75° =0,

R -sin75°-0,75-R, -sin75°-0,75=0.

apoi prin inlocuirea valorilor determinate mai sus, se obtine:

310,583-cos75° —310,583-cos75° =0,

600—-310,583-sin 75° —310,583-sin 75° =0,
310,583 -sin75°-0,75-310,583-sin 75° - 0,75 = 0.

40



SIMULAREA SISTEMELOR MECANICE

Apl. 2.16

Incircarea pentru sistemul de corpuri din figura Apl-2.15 din problema
Apl. 2.15, este realizatd printr-o fortd distibuitd pe bara dreaptda AC de
intensitate p = 400[N/m] si o forta concentrati F=500[N] orizontald aplicati

P(=400-15[N]) | /

,,,,,,,,,,, -

Fig. Apl-2.16.2

in punctul D (fig. Apl-2.16.a). Sd se determine marimile componentelor
orizontale si verticale ale
reactiunilor din A si B.

= _F(=500[N]) Rezolvare:

R e — Se utilizeaza
teorema solidificarii
pentru intreg sistemul de
corpuri (fig. Apl-2.16.a) la

777777 care se adaugd teorema

‘H, echilibrului pdrtilor pentru

bara cotitda BDC (fig. Apl-

B |, 4 2.16.b).

77777 Ecuatiile de

'V, echilibru pentru intreg

et sistemul de corpuri

solidificat  (fig.  Apl-

2.16.a), in sistemul de

41
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referinta cartezian cu originea in O = A, sunt:
-H, -H; +F+P-cos30° =0,

V, +V, —P-sin30" =0, (1)

H;-(1L3-1)+V,-(1+0,75)-F-1,3-P-0,75 =0.

Ecuatiile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din bara cotita
BDC (fig. Apl-2.16.b) de greutate neglijabila (teorema echilibrului partilor), in
sistemul de referinta cartezian cu originea in C = O, sunt:

~H,-H_.+F=0,
~V, -V, =0, (2)
V,-1-H,-1=0.

Rezolvand sistemul de 6 ecuatii liniare constituit din grupurile de ecuatii
(1) si (2) obtinem:

din ec. (2,)
= V, =H;; (2y)
din ec. (2,) cu (2;’)

= V.=V, =H;; (2,)

din ec. (1;) cu(2y’)

1
= VB :HB :m(Fl,3+PO,75):
=L (500-1,3+600-0,75)= 536,585 [N];
2,05

din ec. (1,)
= V, =P-sin30" -V, =
=600-5sin30" - 536,585 = —236,585 [ N];

din ec. (1))
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= H,=F+P-cos30°-H; =

=500+ 600-cos30" —536,585=483,032 [N]

Deci, reactiunile din articulatiile cilindrice A si B rezulta prin aplicarea
regulii paralelogramului, adica:

R, =(H,) +(V,) =

— (483,032)" +(236,585) =537.,86 [N]:

si ¢
— J(536,585)" +(536,585)" =758,85 [N].

Apl. 2.17
Structura reprezentatd in figura Apl-2.17 este compusd din doud bare de

z
=
D
i Articulatie :;Ir-tzc;d;z[le
v cilindricd v cilindricd
" cablu 2m | spajiald | \_spafiald |
i i c
sfericd ;Y - y
O
A E
< B >
1,5m —s 1,5m — > % P (=100 N)
X
Fig. Apl-2.17

greutdti neglijabile si un cablu ED. Sa se determine tensiunea din cablu,
43
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reactiunile exterioare din A si C, si fortele de legatura interioare din punctul B,
daca structura este supusa actiunii unei sarcini exterioare de P =100 [N] :

Rezolvare:

Se utilizeazd teorema solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri (fig.
Apl-2.17.a) la care se adaugd teorema echilibrului pdrtilor pentru subsistemul
constituit numai din tija BFC (fig. Apl-2.17.b).

Expresia vectorului tensiune (efort) din cablul DE se stabileste in functie
de directia cablului definitd de cétre versorul acestei, cu expresia:

Z
D h
2m
,,,,, T
SN A
ié;‘/,) E
P vl e
S Lsm— L5m — % PEI100N)
e Fig. Apl-2.17.a
Upg = —2i715j+2k =—0,625-1—0,469-7+0,625-k.
221152 +2°

Din conditia de coliniaritate a versorului Up; cu vectorul tensiune T,
rezultd expresia vectorului tensiune (efort) din cablul DE:

TDE = TDE “Upg 5

= T =-0,625-T,, -1 —-0,469-T,. - j+0,625-T,. -k.

Ecuatiile de echilibru pentru intreg sistemul de corpuri solidificat (fig.
Apl-2.17.a), in sistemul de referinta cartezian cu originea in O, sunt:
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A -0,625-T, +C_ =0,

A, -0,469-T,, =0,

A -P+C, =0,

M, +C,-3-P-3+0,625-T,, -1,5=0,
~A -2-0,625-T,, - 2+P-1=0,

M, -C, -3+A,-2=0.

(D)

In continuare se aplicd teorema echilibrului pdrtilor pentru subsistemul
constituit numai din
tija BFC (fig. Apl-
2.17.b) avandu-se in
vedere ca in
punctele C (legdtura
exterioard) respectiv
B (legétura
interioara) sunt
y articulafii cilindrice
spatiale fara frecare,
adica introduc forte
si  momente de
legatura de directii
cunoscute s1 ma-rimi

necunoscute.
Ecuatiile de
Fig. Apl-2.17.b echilibru pentru
subsistemul

constituit numai din
tija BFC, in sistemul de referintd cartezian cu originea in C (fig. Apl- 2.17.b)
sunt:

C, =0,

B, =0,

C,-P+B,=0,

M, =0, @)
M, +P-1-B,-2=0,

M, + M, +B, -2=0.

Rezolvand sistemul de 12 ecuatii liniare constituit din grupurile de ecuatii

(1) st (2) obtinem reactiunile din punctele A si C (forte de legatura exterioare),
respectiv B (forte de legatura interioare):
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- din ecuatiile (15)- (1,/3)+ (15/2)

1

1 | 1
Toe = S
0,3125+ 0,625 2

—-100=5333[N] ;

P=
0,3125+0,625 2

- din ecuatiile (2,), (2,) s1(2,)
= C,=0; B, =0 si Mg =0;

- din ecuatiile (1,) st (1,)

A =0,625-T,, =0,625-53,33=3333[N}],
A, =0,4469-T,, =0,469-53,33=25,013 [N}

- din ecuatia (1,)
C,=P —%-0,625 Ty -1,5=100 —%-0,625 .53,33-1,5=83,33[N] ;
- din ecuatiile (1;) st (2;)

A,=P-C,=100-83,33=16,67 [N}
B,=P-C,=100-8333=16,67 [N}

- din ecuatiile (1,), (25) s1 (2¢)
M, =-2-A =-2-25,013=-50,026 [N -m}
M, =2-B,—P=2:16,67-100=-66,67 [N-m}
M,, =-M, = —(— 50,026) [N 5 m] =50,026 [N . m]

R Rezolvarea sistemului (1)+(2) cu ajutorul procedurilor din MATHCAD.
In tabel sunt introdusi coeficientii necunoscutelor sistemului si termenii liberi.

A | A T A B | C [M M, [ M, | Tpr | Membr. 2
1. 1 ool ol o] o] o] o062 0
2. ol 1ol o] o] o] o] o[-0469 0
3, 0 1 o] 1 0] o0/ o 0 100
4, ol o] ol o] 3] o] ol o 09375 300
5. 0ol o[ 210 ol ool o0 [-125] -100
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6 0 2 0 0 0 0 0 1 0 0
7 0 0 0 1 1 0 0 0 0 100
8 0 0 0 -2 0 1 0 0 0 -100
9 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
REZ 33,33(25,01(16,67|16,67|83,33 |-66,67/50,02 |-50,02( 53,33 .
L INT L INT | [NT | [N] | [N] |[Nm]|[Nm]|[Nm]| [N]
100 00000 -0.625 0
010 00000 -0.469 0
001 01000 0 100
000 03000 09375 300
M:={00-200000 -1.25 vi=|-100
020 00001 0 0
000 11000 0 100
000 20100 0 -100
000 00011 0 0
33.33333 Ax
25.01333 Ay
16.66667 Az
16.66667 B,
soln := Isolve(M, V) Solution: soln =| 83.33333 "elem sol"=| C,
-66.66667 Mg,
50.02667 My,
-50.02667 Mc,
53.33333 Tpg
Apl 2,18

Sa se determine reactiunile din articulatiile cilindrice B s1 C (legaturi
interioare) pentru sistemul de corpuri reprezentat in figura Apl-2.18, supus
actiunii unei sarcini de masd m =100 [kg]. Se neglijeaza greutdtile barelor

sistemului.

Rezolvare:

Metoda I*

Se aplica teorema echilibrului partilor dublatd de teorema solidificarii
pentru subsistemul constituit din corpurile: barele DC si BD, si discul de raza
r=0,1 [m] Se are 1n vedere ca articulatiile cilindrice C si D sunt conectate Intre

ele printr-o bara astfel ca directia reactiunii din C este cunoscutd si anume in
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lungul barei DC (fig. Apl-2.18.a).
Ecuatiile de echilibru pentru acest subsistem de corpuri, solidificat intr-un

C

0,9 m
A
R\m
Fig. Apl-2.18 Fig. Apl-2.18.a

solid rigid virtual raportat la sistemul de axe carteziene cu originea in punctul B,
sunt:

R.-cos45°-H,+T=0,
R.-sin45° -G +V, =0, (1)
G-(0,9-0,3+01)—T-0,1-R-cos45°-0,9=0.

Rezolvand sistemul de trei ecuatii liniare (1) obtinem:

din ec. (1;)
1
c=——(G-0,7-T-0,1)=
0,9-cos45°
; o (1
_ ! -981-0,6 = 924,896 [N]’ (15)
V2
09 =
2
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din ec. (1))
H, =R, -g+T:924,896-g+981=1635 [N]; ¢ (1))
din ec. (1,)
y

Fig. Apl-2.18.b Fig. Apl-2.18.c

V2 6.2
2

V,=G-R. -7:981—924,89 =327 [N]. ¢ (1))

Deci, reactiunea din articulatia cilindrica C este deja determinatd rel.
(1;’) iar cea din B rezultd prin aplicarea regulii paralelogramului, adica:

Ry =(Hg ) +(Vy )} =4/(1635) +(327) =1667,379[N].

Metoda IT*

Se aplicd teorema echilibrului pdrtilor pentru fiecare din corpurile: bara
BD (fig. Apl- 2.18.b) si discul de razda r=0,1 [m] (fig. Apl-2.18.c). Se are in
vedere cd articulatiile cilindrice C si D sunt conectate intre ele printr-o bara
astfel ca directia reactiunii din D este cunoscuta si anume in lungul barei DC.

Ecuatiile de echilibru pentru fiecare din corpurile eliberate de legaturi, in
raport cu sistemele de axe carteziene indicate in figurile corespunzatoare, sunt:

= pentru bara DB

—H, +T+R_-cos45° =0,
V,+ R, -sin45° -G =0, (2)
G-0,6-R.-cos45°-0,9=0.
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= pentru disc

T-H, =0,
V, -G=0, (3)
G-0,1-T-0,1=0.

Rezolvand sistemele de ecuatii liniare (2) respectiv (3) obtinem:
din sistemul de ec. (3)

T=H; =G=981[N] si V,=G=981[N];

din ec. (25)
= R, __ 06 G- 90 981924896 IN]; o
0,9-cos45° 42
0,9-——
2
din ec. (2))

2 2

H, =R ~——+T=924896-——+981=1635[N];
2 2

din ec. (2,)
V2 V2

Vo =G-R == =981-924,896.—~ =327 [N].

Deci, reactiunea din articulatia cilindrica C este deja determinatd iar
cea din B rezultd prin aplicarea regulii paralelogramului, adica:

Ry =+(Hg ) + (Vg ) =4(1635) +(327) =1667,379[N].

Apl. 2.19

Sa se determine
forta exercitatda de catre
discul D asupra barei
AB (fig. Apl- 2.19).

Deasemeni sd se
determine compo-
Fig. Apl-2.19 nent'ele orizontala’l. 51
verticald ale reactiunii
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din A. Se neglijeaza greutatile barelor sistemului.

Rezolvare:

Se utilizeaza teorema solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri (fig.
Apl-2.19.a) la care se adaugd feorema echilibrului pdrtilor pentru subsistemul

constituit din

y disc si tija
[P BEC (fig.
M=80N-m][ Apl-2.19.b).

L Ll ‘Ng!| Ecuatiile
X <"\ Pl de cchilibru
A=0 & J J150 X pentru intreg
T 3 B sistemul  de
A 900 ‘ 1200 corpuri
. solidificat
Va (fig. Apl-
) 2.19.2), 1
Fig- Apl2.19.1 sisteri)ul clllel:
referinta
cartezian cu originea 1n O = A, sunt:
H, -N, =0,
Vv, =0,
N, -0,15-M=0.
si rezolvand, obtinem:
=M 80 _s3333N]
0,15 0,15
= {H, =N, =53333[N], ¢

V, =0.

y
$150
- 4
B B=0O X
****** 1200
"";‘VBE

Fig. Apl-2.19.b

Ecuatiile de echilibru pentru
subsistemul solidificat,
constituit din bara cotitai BEC

st discul D de greutati
neglijabile (teorema
echilibrului partilor +
teorema  solidificarii), 1in

sistemul de referinta cartezian
cu originea in B = O (fig. Apl-
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2.19.b), sunt:
H; —N; =0,
N, -V, =0,
N;-015-N,-1,2=0;

N, 533,33-0,15

=N, = =
0,15 1,2

= 66,67[N].

Apl. 2.20

Sa se determine mdrimile componentelor orizontale si verticale ale

1500
A e
.o_ .......... i —— >
300
N G@,// ...............
B ‘ 600

Fig. Apl-2.20

reactiunilor din A si F, pentru sistemul de corpuri din figura Apl-2.20.
Incdrcarea este realizatd printr-o forta distibuita liniar pe tronsonul DF al barei

orizontale BF.

Rezolvare:

METODA I*

Se aplicd teorema echilibrului partilor pentru barele ACE (fig. Apl-

Fig. Apl-2.20.a

52

2.20.a) respectiv.  BDF
(fig. Apl-2.20.b)
avandu-se in vedere cd
intre punctele C si B
respectiv D si E sunt
legaturi cu tije rigide,
adica introduc forte de
legatura interioare
sistemului de corpuri, de
directii  cunoscute  si
marimi necunoscute.
Ecuatiile de
echilibru pentru bara
ACE, in sistemul de
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referintd cartezian cu originea in A, sunt:

Ryc-cosa+R,, -sina+H, =0,
Ry -sino—R; -cosa+V, =0, (1)
Ry -sina-1,5-R,. -cosa-1,5-R;. -sina-0,3=0.

Fata de
sistemul de
referintd

cartezian  cu
originea in F,
ecuatiile de
echilibru
pentru bara
BDF sunt:

Fig. Apl-2.20.b

—H, -Ry.-cosa—R,; -sina =0,
—Ry-sino+R; -cosa+ V. -P =0, (2)
Ry -sino-2,7-R; -cosa-1,8+P-0,6 =0.

o= arctg% =26,565"; P = % p-18 :%-30[kN/m]- 1,8)m]=27 [kN].

Din ecuatiile (15) si (2,) se determind reactiunile Ry. s1 Rpg:

R,.-sin26,56°-1,5-9— R, -c0s26,56° -1,5-9— R -sin 26,56° -0,3-9 = 0;
R,.-sin26,56°-2,7-5-R,, -c0526,56° -1,8-5+P-0,6-5=0.

R P-06-5
PP 0826,56° 1,5-9—5in 26,56° - 0,3-9 4+ c0s26,56° - 1,85

27000-0,6-5
—¢0826,56° -1,5-9—5sin 26,56° -0,3-9 + c0s 26,56° - 1,8 -5~
= R, =-15.487,9[N],

DE

RDE =
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R,, -€0826,56° 1,8 —P-0,6

R =
Be $in 26,56° - 2.7

b

R, = 19487.9:c0526,56° 18-27000-0.6 _ 5,075 35[N],
sin26,56° -2,7

R,. =-34073,35[N].

Din ecuatiile (1,) si (1,) se determind componentele reactiunilor din
articulagia A (H, s1 V,):

= H, =-Ryc-cosa—Rp-sina,

sl V, =—Rpsima+Rpy -cosa.

H, = —(~34073,3-0,894 —15487,9-0,447)=37.385[N];

V, =—(—34073,3)-0,447 + (—15487,9)-0,894 =1.385[N]. o

Din ecuatiile (2,) st (2,) se determind componentele reactiunilor din
articulatia F (Hy 1 Vp):
= Hp =-Ry.-cosa—R -sina,
s
Ve =P+Ry -sina—Rpg -cosa.

= H, =—(—340733-0,894 —15487,9-0,447)=37.385[N]; o
Vp = 27000 + (—34073,3)-0,447 — (— 15487,9)- 0,894 = 25615[N]. ¢

METODA IT?

In prima etapa se aplicd teorema solidificarii intregului sistem de corpuri
pastrand legdturile exterioare care se inlocuiesc cu fortele de legdtura
corespunzdtoare, in conformitate cu axioma legaturilor (fig. Apl-2.20.c).

Ecuatiile de echilibru pentru rigidul obtinut in urma aplicarii teoremei
solidificdrii, in sistemul de referinta cu originea in A, sunt:

H, -H; =0,
V,+V,.-P=0, (3)
V.-3,6-P-3-H.-0,3=0.
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1500

600 | o
<>

Fig. Apl-2.20.c

In etapa doua se aplicd teorema echilibrului pdrtilor pentru bara ACE
(fig. Apl-2.20.d) pentru a scrie o a patra ecuatie care grupatd cu ecuatiile (3) sd
formeze un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute.

1500
Hy

A .C
_‘;&_ .......... -
.| 300 B oaf

'
,,,,,,

Fig. Apl-2.20. d

600

Ecuatiile de echilibru
pentru bara ACE sunt in
numiar de trei dar 1in
ecuatiille de proiectii pe
axele Ox si Oy apar si
necunoscutele Ry si Ry
care nu sunt cerute prin
intrebarile problemei.

Deoarece avem
nevoie de incd o ecuatie pe
langd cele trei din sistemul
(3) dar care sd nu introduca
necunoscute  suplimentare
vom determina  pozifia

punctului de intersectie al reactiunilor interioare sistemului de corpuri (eforturile
din barele BC si DE) pe care il alegem origine a sistemului de axe (fig. Apl-
2.20.d) si scriem numai ecuatia de momente (4), astfel:

H,-0.06-V,-1,62=0.

4)

Cu proceduri ale programului MATHCAD 14 rezolvam matricial sistemul
de patru ecuatii constituit din grupurile (3) si (4), astfel:

! 0
0 1
M=
0 0
10,06 —1,62

-0,3 3,6
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se introduce vectorul celor 4 constante (termeni liberi in ecuatiile

sistemului) :
0
27000
V= > [N];
3-27000
0

se aplica functia lIsolve(M,v) si se obtine vectorul cu valorile

necunoscutelor:
(H,] (37.385
\Y% 1.385
b= [N].
H; 37.385
Vi 25.615
Apl. 2.21

Pentru sistemul de corpuri (bare rectilinii de greutati neglijabile, articulate
cilindric intre ele si la sistemul fix) din figura Apl-2.21 s se determine:

a) reactiunile din A si E;

b) componentele fortelor din B si C de pe bara ABC.

Rezolvare:
a) Se aplica teorema solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri (fig.

Apl-2.21.a) astfel cd ecuatiile de echilibru pentru solidul rigid rezultat din

solidificare sunt:
H, +F =0,

VA+NE_F3_F1:09 (1)
4,8-N, +1,8-F,-3-F,-2,4-F =0.

Din ecuatia (1;) se obtine:

1
N, :E-(3-F3+2,4-E—1,8-F2):

5

=4L8-(3-800+2,4-1600—1,8-800);
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= N, =1000[N]. .
7 A
0,9 m < 18m—— F3(:800N)
N (o
1 B
0,9 m

«—12m —>

Fig. Apl-2.21
N y

<—0,9 m—><—0,9 m—>

Fig. Apl-2.21.a

Din ecuatia (1,) se obtine:
= HA=—F2=—800[N]. .
Din ecuatia (1,) se obtine:
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V, =F +E —N, =1600+800-1000[N],
=V, =1400[N].

| b) Se aplica
,,,,,, - 18m “1 F (=800 N) teorema
A, |g=o T T . echilibrului
! B X S
partilor
B A\ ?9 pentru  bara
BE (fig. Apl-
= e 2.21.b) astfel
Vs, ¢  Ng ; ci ecuatiile
de echilibru
< 24m 1,2m corespunzito
are sunt:
Fig. Apl-2.21.b
H, -R,-cosa=0,
V,—R, -sina+N; —F, =0, (2)
3,6-N.—-2,4-R -sina—18-F, =0.
Din ecuatia (2,) se obtine:
1 1
R,=—(3,6- N, 1,8 F,)=——-(3,6-1000—-1,8-800) ;
P2 4.sina ( . ) 3 ( )
2,4-
5
= RD=1500[N]. .
Din ecuatia (2,) se obtine:
4
HB=RD-cosoc=1500-§=12OO[N]. ¢

Din ecuatia (2,) se obtine:

3

Va =R, sino—N, +F =1500-2-1000+800 =700[N].

Se aplicd teorema echilibrului partilor pentru bara AC (fig. Apl-2.21.c).
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Fig. Apl-2.21.c

Fortele in B (ﬁB,\_fB) ce actioneazd asupra barei AC sunt opuse celor

calculate din echilibrul barei BE.
Forta totala in C, ce actioneaza asupra barei AC, este:

Re = (Re-coso+F,)- T+(R -sinoi—F).  :

C—total —

= R .y =(1500-f+800j-T+(1500-§—1600j-} =
5 5 A
=2000- i —700- j[N].

Deci R, =-800-i+1400-j[N]; N, =1000-][N]; ¢

R, =—-1200-i—700-j[N]; R, =2000-1-700-j[N]. *

Apl. 2.22

Sa se determine forta exercitatd de cdtre stiftul din C asupra barei ABC
(fig. Apl-2.22). Se neglijeaza greutatile barelor. Stiftul B este atasat solidar la
bara BD si se reazema in canalul neted al barei ABC.
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Rezolvare:
a) Se aplicd teorema solidificdrii pentru intreg sistemul de corpuri (fig.
Apl-2.22.a).

Fig. Apl-2.22

y
< 1200 —mmmmm8™>
E=0 <
600 He
A

Fig. Apl-2.22.a

Din aplicarea teoremei solidificarii se utilizeazd numai ecuatia de
momente scrisa 1n raport cu articulatia cilindrica E, care are forma (1):
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4

G 1,2+H, 1,5 ==V, -21=0.

IS — 4 D=0

i Directia canalului din | ,
| |

Fig. Apl-2.22.b

4 3

G0,6-Ny -2 0,72=N, -2 114=0,

(1)

Apoi se aplica
teorema echilibrului
partilor pentru bara

BFD (fig. Apl-
2.22.b) si se
utilizeaza numai

ecuatia de momente
scrisd in raport cu
articulatia cilindrica
D, de forma (2) si
din care se
determind marimea
reactiunii din B :

= N, =(0,6/1,26)-G =(0,6/1,26)-350 =166,67 N].

Fig. Apl-2.22.c

2)

Pentru a
ajunge la
necunoscuta
ceruta in
intrebare, se
aplica  teorema
echilibrului
pdrtilor  pentru
bara ABC (fig.
Apl-2.22.c).

Ecuatiile de
echilibru
corespunzatoare,
scrise 1n raport cu
un sistem de
referintd cu

originea 1n C,
sunt:
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H.+H, +N,-(4/5)=0,

Ve +V, —N;-(3/5)=0, (3)

N;-0,9+H, -1,5-(4/5)-V,-0,9=0.
Din diferenta ecuatiilor (1) - (3;) se obtine:

1,2:G-2,1-V,+0,9-V, —0,9-N, =0. (4)

Din ecuatiile (4) respectiv (1) se obtin mdrimile componentelor reactiunii
din articulatia cilindrica A:

v, :%-(1,2-350—0,9-166,67):225 [N] ;
H, =$-(1,2-225—1,2-350):43,75 [N] .

Din ecuatiile (3,) respectiv (3,) se obtin marimile componentelor
reactiunii din articulatia cilindrica C:

H.=-H, - N, -%:—43,75—166,67%:—177 [N] ;

Vo =-V, + N, -(3/5)=-225+166,67-(3/5)=-125[N].

Deci, forta exercitatda de catre stiftul din C asupra barei ABC este:

= R.=-177-i-125-j=[N]. ¢

Apl. 2.23

Sa se determine forta exercitatd de catre stiftul din C asupra barei ABC
(fig. Apl-2.23). Se neglijeaza greutdtile barelor. Stiftul B este atasat solidar la
bara ABC si se reazema in canalul neted al barei BD.

Rezolvare:

a) Se aplicd teorema solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri (fig.
Apl-2.23.a).

Determindm mai intii unghiurile a si B (fig. Apl-2.23.a), astfel:

720 =32,276"; B:arcth:53,l3°.
1200 — 600 + 540 540

o = arctg
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Din aplicarea teoremei solidificarii (fig. Apl-2.23.a) se utilizeazd numai
ecuatia de momente scrisd in raport cu articulatia E, care are forma (1):

G-1,2+H,1,2-V, -2,1=0. (1)

600 mm

Fig. Apl-2.23

N

900 P /ay e
| E |

600 _E]

540

Fig. Apl-2.23.a
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Apoi se aplica
teorema echilibrului
pdrtilor pentru bara
BFD (fig. Apl-2.23.b)
si se utilizeaza, pentru
determinarea
reactiunii din
reazemul B (Np),
numai ecuafia de
momente scrisd in
raport cu articulatia

Fig. Apl-2.23.b cilindrica D, care are
forma (2):
G-0,6-N;-1,348=0; (2)
N, = 06 =00 35015575 [N].
1,348 1,348
= Pentru a
e ajunge la

; necunoscuta ceruta
e in intrebare, se
Ny \ \ aplica teorema
SN echilibrului partilor
Ve b pentru bara ABC
[ Directia cananni 1 (fig. Apl-2.23.¢).

{__ dintjaBD ] Ecuatiile de
o echilibru
H, corespunzatoare,
N scrise iq raport cu
777777 un sistem de
Vo referintd cu originea
””” in C, sunt:
Fig. Apl-2.23.c
H.+H, + N, -sina=0,
V.+V, —=N;-cosa=0, (3)

H, 1,2+ Ny -cos(f—-a)-0,9-V,-0,9=0.

Din diferenta ecuatiilor (1) - (35) se obtine:
,2:G-2,1-V,+0,9-V, —0,9-cos(B—a)-N, =0. (4)
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Din ecuatiile (4) respectiv (1) se obtin mdrimile componentelor reactiunii

din articulatia cilindricd A:
1

v, :E-[1,2-350—0,9-155,75-cos(20,85°)] —240,84[N];

9

1

H, =—+(1,2:240,84-1,2:350) = 7L,47[N] .

9

Din ecuatiile (3,) respectiv (3,) se obtin marimile componentelor

reactiunii din articulatia cilindrica C:
H.=-H, —Nj-sina =

=-71,47-155,75-s1in32,28°
V==V, +N;-cosa=

=-240,84+155,75-c0s32,28&

—154,64N];

—109,156 [N].

Deci, forta exercitatda de catre stiftul din C asupra barei ABC este:

= R.=-154,64-1-109,156- j[N].

Apl. 2.24

¢

Sarcinile G, si G, din figura Apl-2.24 sunt fiecare de cate 1250[N], cu

Fig. Apl-2.24

centrele de greutate in C,
si C,. Platforma pe care
acestea se afld in repaus are
greutatea de 800[N] cu

centrul de masd in C; si
este suportata de catre doua
perechi de bare de forma
unei cruci (o pereche - se
vede in figurd). Neglijand
greutdtile perechilor de
bare sd se determine forta
transmisa de catre stiftul ce
conecteazd aceste doud
bare 1n  punctul F.
Consideram cd jumatate
din sarcind este suportatd
de fiecare pereche de bare
(sistemul este simetric).

Rezolvare:
Se aplicd teorema
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solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri (fig. Apl-2.24.a).

Din aplicarea teoremei solidificdrii, pentru determinarea componentei
verticale V, a reactiunii din A, se utilizeazd numai ecuatia de momente scrisa in
raport cu articulatia cilindrica B, care are forma (1):

66

~V, 4+G,-2-G,-1+G,-1=0;

= VA:Z.

_1(1250.2_1250.
4

1

(G,-2-G,-1+G, 1)=

2 2

Rold

225m

2,25m

Fig. Apl-2.24.2

N 4-G,2-G,-5-G,-3=0;

N; =

N

(G,-2+G,-1+G,-1)

|

1250

(1

1+ 8(2)0 -1) =256,25[N]

Sarcinile G,, G,
si G; , In relatia de mai
sus, sunt introduse
numai pe jumadtate
deoarece sunt
distribuite in raportul
1/2 pe cele doua
perechi de bare.

Apoi se aplica
teorema  echilibrului
partilor  (dublatd de
teorema  solidificdrii)
pentru platforma (G;) si
cele doud sarcini egale
G, si Gy (fig. Apl-
2.24.b) si se utilizeaza,
pentru determinarea
reac-tiunii din reazemul
E (Ng), numai ecuatia
de momente scrisd in
raport cu articulatia
cilindricai D, care are
forma (2):

2)

2

7+ 8(2)0 -3] =1393,75[N]
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Sarcinile G,
G, si Gy, in relatia
de mai sus, sunt
introduse numai pe
jumadtate  deoarece
sunt distribuite 1n

raportul /2 pe cele
douda perechi de

x  bare. Pentru a

ajunge la

225m

Fig. Apl-2.24.c

= H;

b

T 2.25

_ L (1137,5-2-1393,75-4)= 1466,67 [N]
2.25

1

(V2N -4)=

necunoscuta cerutd
in Intrebare, se
aplica teorema
echilibrului partilor
pentru bara AFE
(fig. Apl-2.24.c).

Ecuatiile de echilibru
corespunzatoare, scrise in raport cu
un sistem de referintd cu originea
in A, sunt:

H, +H, =0,
V,+V.—N; =0,
V.-2-H.-2,25-N_-4=0.

Din ecuatiile (3,) respectiv
(35) se obtin marimile
componentelor  reactiunii  din
articulatia cilindrica F:

=V, =N;-V, =
=1393,75-256,25=1137,5[N]

3)

Deci, forta transmisa de catre stiftul ce conecteazda cele doud bare in

punctul F, este:

— Ry =+(Hy )+ (Vi ¥ =+/(1466,67) +(1137,5) =1856 [N]. ¢
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Apl. 2.25
Sistemul de corpuri din figura Apl-2.25 este constituit din bara rectilinie
AC, bara curba CD (sfert de cerc) si scripetele §'. Stabiliti daca sistemul de bare
AC si CD
<—300—> este in
echilibru prin
lipsa blocului
B In caz
contrar sd se
determine
greutatea
minima a
blocului
pentru
mentinerea
echilibrului
intregului
sistem de
corpuri.

Fig. Apl-2.25 Consideram
ca fortele
exercitate
aspra  barei

CD de citre planul orizontal si blocul B sunt concurente in acelasi punct D.
Desemenea, s se determine forta exercitata de cétre stiftul C asupra bare1 AC in
cazul echilibrului sistemului.

N

Rezolvare:
Este in echilibru sistemul de bare AC si CD prin lipsa blocului B ?

Se determini forfa R (fig. Apl-2.25.c) de interactiune dintre scripetele .§

si stiftul C de conexiune a barelor AC si CD:
R.=G+S=2-G=2-225=450[N].

Se utilizeaza teorema solidificarii pentru intreg sistemul de corpuri
introducand forta R.. in locul scripetelui (fig. Apl-2.25.a).

Ecuatiile de echilibru pentru intreg sistemul de corpuri solidificat (fig.
Apl-2.25.a), in sistemul de referinta cartezian cu originea in Q, sunt:

H)-T; =0,
Vi +N; =R =0, (1)
N3 -0,9465-R . -0,3465=0.
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Fig. Apl-2.25.d

Din ecuatia (1)
N = 0,3465 R.— 0,3465

2 = o= 450 = 164,74 [N].
0,9465 0,9465

Forta de frecare:
T, =p, -Nj. 2)
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Din ecuatia de echilibru (numai ecuatia de momente in raport cu
articulatia cilindrica C) a barei AC — consideratd eliberata de legdturi conform cu
teorema echilibrului partilor, rezulta:

HY -0.6—-V; -0.3465=0,

0,6
a — 5 -Ha .
A0,3465 4

3)

Cu relatia (3) inlocuitd in ecuatia (1,) obtinem:

0,6 ,
2 H® +N'-R. =0;

0,3465 * T TR

= H* = 0,3465 (R, -N2)= 0,3465 -(450—164,74)=164,74 [N].

b 2

Din ecuatia (1,) se obtine valoarea fortei de frecare - T, . - necesarad
mentinerii echilibrului intregului sistem de corpuri, adica:
T;. =H: =164,74[N].
Din ecuatia (2) se obtine valoarea maxima a fortei de frecare- T, , adica:

a
T2 max

=, N2 =0,6-164,74 = 98,84 [N].

Comparand cele doud valori ale fortei de frecare, adica:
T . =164,74[N] > T =9884[N],

2nec 2max

rezultd cd pentru echilibrul sistemului este necesard existenta blocului B'.

In continuare se aplicd teorema echilibrului pdrtilor pentru subsistemul
constituit din bara rectilinie AC si bara curba CD (sfert de cerc) ca in figura (fig.
Apl-2.25.d) la care se adaugd teorema echilibrului pdrtilor pentru subsistemul
constituit numai din blocul B (fig. Apl-2.25.b).

Ecuatiile de echilibru pentru subsistemul constituit din bara rectilinie AC
si bara curba CD (sfert de cerc) ca in figura (fig. Apl-2.25.d) sunt:

H,-T,-N,=0,
N2+VA_R'C:09 (4)
N, 06—V, -0,3465=0.

Ecuatiile de echilibru pentru subsistemul constituit numai din blocul B
(fig. Apl-2.25.b) sunt:
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N,-T, =0,
{ (5)

N, -G, =0.

Pentru echilibrul la limita exista tendintd de miscare atat intre capatul D al
barei curbe si planul orizontal cat si intre blocul B si planul orizontal, astfel ca
fortele de frecare corespunzatoare sunt:

{Tl =1, - Ny,

(6)
T, =, N,.

Directia reactiunii din articulatia cilindrica A are directia tijei (60° cu
orizontala) deoarece intre A si C este legdturda cu tija rigida. Astfel, intre
componentele H, s1 V, este relatia:

V, =H, -tg60°. (7)

Introducand relatiile fortelor de frecare (6) si relatia (7) in relatiile (4) si
(5) se obtine sistemul de cinci ecuatii de forma (8), adica:

(HA_Hz'Nz_N3 =0,
N, +H, -tg60° —R, =0,

1N, -0,6-H, -tg60°-0,3465 =0, (8)
N, —u,-N, =0,
N, -G, =0.

Rezolvarea sistemului (8) se face cu ajutorul procedurilor din
MATHCAD. In tabel sunt introdusi coeficienfii necunoscutelor sistemului si
termenii liberi.

{ N, N, H, Gy Membr. 2

1. 0 -0,6 -1 1 0 0

2. 0 1 0 NE) 0 450

3. 0 0,6 0 -3x0,3465 0 0

4. -0,5 0 1 0 0 0

5. 1 0 0 0 -1 0
REZ. 131,705 | 164,739 | 65,853 | 164,696 | 131,705 _

[N] [N] [N] [N] [N]
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Enter a non-singular matrix corresponding to the n equations in n unknowns:

0 -06 -1 1 0
0 1 0 V3 0
M:=| 0 06 0 —/303465 0
05 0 1 0 0
1 0 0 0 -1
soln := Isolve(M, V) soln =

Enter a vector of n constants:

0
450

vi=| 0

0

0
Ny

131.705

164.739 N2
65.853 | "elemsol" := | N3
164.696 Hy
131.705 GB

Hp = 16469 Va = Hay/3  Ryi= [(Ha) +(Va)® Ry =320392 N

Deci, greutatea minima a blocului B este:

Gy, = 131,705 [N],

B min

iar forta exercitata de cétre stiftul C asupra barei AC este:

R, =R, =329,392[N].

Apl. 2.26
<« 15m—>
e B
E(=18[kN
o F,(= 1,3T[kN
D
1,8 m
A cl
RN
45m |
Fig. Apl-2.26

Sistemul de bare din
figura Apl-2.26 este mentinut in
pozitia indicatd prin intermediul
articulatilor B s1 C, si a
reazemului simplu cu frecare
din A. Sa se determine:

a) valoarea minima a
coeficientului de frecare din A
care poate asigura echilibrul
sistemului;

b) fortele exercitate de catre
stifturile articulatiilor B si C
asupra barei BC.

Raspuns:

a) n=0417;

b) R, =467-1+1.120-j[N]; R, =833-1+680-][N].
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§ F [=400 N]
C p—

Apl. 2.27

Parghia ABC este articulatd in

punctul A si conectatd la sistemul fix
in D prin intermediul barer BD in
0,5 m formd de L (fig. Apl-2.27). Dacd se
neglijeazd greutdtile proprii ale
0,2 m barelor s1  asupra  manerului
B levierului in C se actioneaza cu forta
F=400[N], si se determine forta
Ol\m ) exercitatd asupra stiftului din A de
’ l A cétre levier.
D Raspuns:
Oim R, =1074,976 [N];
0 =60,255°.
Fig. Apl-2.27
Apl. 2.28
B O F(=150N) Sistemul
de bare
articulate  din
fig. Apl-2.28
este supus
actiunii  fortei
4m orizontale  de
intensitate
& I5S0N. Sa se
determine forta
ce actioneaza
asupra bolfului
A din A si forta cu
A care sistemul de
bare actioneaza
\ 1.5m 1,5m prin punctul C
asupra planului
inclinat.
Fig. Apl-2.28

Réispuns: R, =280,32 [N]; N, =400 [N].
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Apl. 2.29

Sa se p determine reactiunile din A i B

80 [Nm]

(articulatii cilindrice) dacd asupra barei curbe AD
actioneaza un cuplu M =80 [N-m] (fig. Apl-2.29).
Fiecare bara are forma de sfert de cerc si
ambele au greutdfi neglijabile.

Sterturi de
cerc

Fie. Apl-2.29

Raspuns:
R, =66,67[N]- ; R,, =66,67[N]{ ; Ry = 94,28 N].

Apl. 2.30

In figura Apl-2.30 discul D este articulat cilindric in centrul sdu A la bara
omogeni B . Masele corpurilor sunt: m, =150 [kg| pentru discul D si

my =200 [kg] pentru bara omogeni B. in ambele puncte de rezemare se

" Suprfaa |
| nefedd
A netedd Rzz,r,n, B
A \ R
4m
Fig. Apl-2.30

neglijeaza frecarea cu planul orizontal (discul) respectiv cu suprafata cilindrica
(bara omogend). Sia se determine marimea fortei orizontale, P, necesara
mentinerii in echilibru a sistemului corpurilor D si B.

Rispuns: P =1698,46 [N].
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Grinda cu
zabrele din figura
1 Apl-2.31 este
1 incércata cu sarcina
concentrata
g 5 ) P =40 [kN]
aplicatd in punctul
P=40kN (nodul) E.
. i e
determine
g é eforturile in toate
S barele grinzii cu
7.2m 7.2m zdbrele din figura.
Fig. Apl-2.31
Rezolvare
Grinda cu zdbrele este static determinatd deoarece este indeplinitd
conditia:
b=2-n-3, = 17=2-10-3.

Unghiurile din figura 5.1.a sunt:

3 3
o = arctg — =22,62°; P =arctg — =45°.
&> p g3

b

O-
........ RS
C i
I P=40kN
Y oermananes
iﬁA‘
ety /77
'V, 72 m 7,2m

Fig. Apl-2.31.a

Se determind reactiunile utilizdnd teorema solidificarii pentru intreaga

grinda cu zabrele (fig. Apl-2.31.a):
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H, =0,
Ny +V,—-P=0, (1)
Ng-14,4-P-7,2=0;

= H, =

-

1 1

—-P=—-40[kN|=2-10" [N};

S P =40 [n]=210" [N}
V,=P-N,=4-10"-2-10* =2-10* [N].

N; =

Grinda cu zdbrele fiind simetrica se determina eforturile numai din barele
partii din stanga planului de simetrie vertical ce contine si bara IE si se atribuie
si celor simetrice astfel: S, =Sz, Sip =Sgr> Scp =Srg>  Scu =S56»
Spe =Sgr §1 Sy =Sy;.

Pentru partea din stinga planului de simetrie vertical se determina
eforturile din barele grinzii cu zdbrele aplicand metoda izolarii nodurilor pornind

de la nodul A si continuand, in ordinea urmatoare, cu nodurile C, H si L.
Ecuatiile de echilibru pentru nodul A (fig. Apl-2.31.b):

H, -S,. sina=0, @)
V, +S,p +S,c-cosa=0;
1
=S,.=—H,=0,
s o ¢
S,, =-V, =-2-10" [N]
Ecuatiile de echilibru pentru nodul C(fig. Apl-2.31.c):
Scy -€0sP+S. +S,c -cos(g—oc) =0,
- 3)
Scy -sInP—S,. -sin(g—aj =0;
=  S¢y =05 .
Scp =0.
Ecuatiile de echilibru pentru nodul D (fig. Apl-2.31.d):
{SDE —Sep ioa 4)
SHD o SAD =0;
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= Spe =Sep =0; .
Sup =S.p =—2-10* [N].
Ecuatiile de echilibru pentru nodul H (fig. Apl-2.31.e):
y y
SachakS s As.
AW " | iodu D
AEO Scp A §DE
ﬁA X X D=O X
Vo Cpdi 4 S|
b) ¢ d)
y | modul H y
’._.-.-.%:6_; . §HI §HI 1 §IJ
R R
NS - Vonodul Iy |
B SHE [ 4
_ \
Scu Stp Sik
e
Fio. Anl-2.31. h.c.d. e. f
Sy +S,: -cosa—S, -sinf=0, 5)
=S, -sino—S,, =S, -cosp=0;
4
=8, =- 1 g =—w-=5,2-104[N]; .
sin o sin 22,62°

Sy =Sy -coso =—(5,2-10* ). cos 22,62° = —4,8-10* [N]. .
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Ecuatiile de echilibru pentru nodul I (fig. Apl-2.31.1):

{SIJ —Su =0, 6)
S =0;
= Sp=0 si S,=S,,=-4810"[N]. .

In figura 5.1.g (notatia nodurilor nu coincide-alegerea este facuti prin
program; eforturile se echivaleazd comparand cu notatiile din figura cu datele

D F |
\48'" © ™ (C)/
0.0 52.0 0.0
20,0 (C) 20,0 (C)
A C H J
0.0 (T) 0.0 (T) . 0.0({T)
0.0 (M 0.0
20.0 (O) 20.0 (C)
B G

Bx 0.0

| By 20,0 TGy 20,0

Fig. Apl-2.31.g (reactiunile si eforturile sunt indicate in kN)

initiale) este reprezentat grafic rezultatul prelucrarii datelor problemei cu

ajutorul modulului “Truss Analysis~ al programului MDSolids 3.0. Observatie:

toate fortele din figura (incarcare, reactiuni si eforturi din bare) sunt date in kN.
Deci se verificd rezultatele obtinute prin cele trei metode.
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Apl. 2.32

Grinda cu zabrele din figura Apl-2.32 este Incédrcatd cu sarcina distribuita
po4KN/m pe bara rezemata pe
o o 7 grindd prin
intermediul  celor
trei role din
punctele C, D si F,
de intensitate
p=4[kN/m]. sa
se determine
eforturile in barele
CB, CD, DB, BA si
AC ale grinzii cu
zdbrele din figura.

Rezolvare:
Metoda I’
Grinda cu
) zabrele este static
R 3 determinata deoare-
ce este indeplinitd
conditia:
b=2-n-3,
=11=2-7-3.
Unghiurile  din
figura  Apl-2.32.a
sunt:

o :arctg§:45°;
G 3

1 m = B= arctg% =71,56°

|- N/
Se determind
Fig. Apl-2.32.a reactiunile
exterioare utilizand
teorema solidificarii pentru intreaga grinda cu zabrele (fig. Apl-2.32.a):

H, =0,
Ng+V, -P=0, (1)
Ng-6-P-3=0;
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Fig. Apl-2.32.b,c,d

= H, =0;
Nng-P:%-16[kN]:8-103 [N}
V,=P-N,=16-10°-8-10° =8-10° [N]

Grinda cu zdbrele fiind simetrica se determind eforturile numai din barele
partii din stanga planului de simetrie vertical ce contine si nodul D si se atribuie
si celor simetrice astfel: S, =Sgr, Sap =Sgg> Scg =Sgr> Scp =Spr §1
Spe = Sep -

Pentru partea din stinga planului de simetrie vertical se determina
eforturile din barele grinzii cu zdbrele aplicand metoda izolarii nodurilor

pornind de la nodul A si continuand, in ordinea urmatoare, cu nodurile B si C.
Ecuatiile de echilibru pentru nodul A (fig. Apl-2.32.b):

)

{SAG+SAC-cos[3+SAB-cosoc:0,

V, +S,p-sina+S,.-sinf=0.

Ecuatiile de echilibru pentru nodul B (fig. Apl-2.32.c):

3)

{SDB -cosaoL—S,p-cosa =0,

Sgc —S,p sina+Spp -sina = 0.

Ecuatiile de echilibru pentru nodul C(fig. Apl-2.32.d):

{SCD —S 5 +sin(90° = p)=0,

4)
_P/4-Su. -8, -cos(90° —B)=0.
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Rezolvarea sistemului constituit din grupurile de ecuatii de echilibru
corespunzdtoare celor trei noduri - rel. (2), (3) st (4), avand 6 ecuatii s1 6
necunoscute, se face cu ajutorul procedurilor din MATHCAD. In tabel sunt
introdusi coeficientii necunoscutelor sistemului si termenii liberi.

Nec. — Term

Nr. ec. Sic Sic Sis Spc Sps Scp b
{
2, 1 cosf cosa. 0 0 0 0
e 0 sinf3 sino 0 0 0 -V
3, 0 0 -COSQU 0 cosa. 0 0
3, 0 0 -sinal | sina 0 0
4, 0 -sin(90°-B) 0 0 0 1 0
4, 0 cos(90°-B) 0 1 0 0 -P/4

3 3
Vp = 8-103N P:= 16-103N o= atar{gj o =45deg B = atar{;) B = 71.565de

Enter a non-singular matrix corresponding to ¢hmations in n unknowns:

Enter a vector of n constants

1 cos(B) cos(oc) 0 0 0 0
0 siB) sifla) 0 0 0
_VA
v 0 0 —cos(oc) 0 cos(oc) 0
= 0
0 0 —sir(oc) 1 sin(oc) 0 vi=| o
0 —sid90deg—-B) 0 0 0 1 .
0 cos(90deg—p) 0 1 0 0 >
soln:= IsolvéM, v) 7
5.333x 10° SAG
—4216% 10° SAC
, ~5.657x 10° SAB
Solution: soln= N soln:=
_7.461x 10" 14 SBC
~5.657% 10° SpB
~1333x10° Scp
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Metoda IT?

(si cu scop de verificare al rezultatelor obtinute prin metoda I'*)

Se determind eforturile din barele AG, DB si CD ale grinzii cu zabrele
aplicand metoda sectiunilor (fig. Apl-2.32.e):

? EESRTEIN
B-ewn)

y Saig TScp +Spg cosa =0,
o V, +Sppsina P 0, 5)
S 4
C s
P
T sCD.(1+2)+Z.1:0.
2m g §DB \
din ecuatia (5,)
/]\ - -
1l m  Sae =
= 1 m ‘i sino. \ 4
D 3 ¢
— sin 45° 4
Fig. Apl-2.32.¢ _ _5657-10° [N];
din ecuatia (5;)
P 16-10° 3
Secp=——=—= =-1,333-10" |N|; .
L2 12 [N}

din ecuatia (5,)

L4
=5,333-10° [N].

5

=—(—1,333-103)—[—4.103.—

Pentru determinarea eforturilor din barele AC, CD si AD se aplicad metoda
izolarii nodurilor pentru nodurile A si respectiv D (fig. Apl-2.32.b si ¢),
ecuatiile (2) si (3), din care rezultd direct (numai doud eforturi necunoscute in
fiecare grup de cate doud ecuatii) eforturile necunoscute:
din ecuatia (2)
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S, sina—V, -cosa

g - S, -sin45° -V, -cos45”
* sinp-cosa —sina -cosp sin(B—oc)

¢

(5,333-103—8-103)-ﬁ

2 ;
- —-4,217-10° [N}
sin(71,56° —45°) IN]

din ecuatia (3,)
—

S,s =Sy =—5,657-10° [N];
din ecuatia (3,)
—

Spe =S, -sino—S,; -sina = 0. .

In figura Apl-2.32.f este reprezentat grafic rezultatul prelucririi datelor

40 8.0 40
1.33(C) 1.33 (Q)

5.66 (C) 5.66 (C)
0.0 0.0

4,22 (C) 4.22 (C)

5.66 (C) 5.66 (C)

A G

T T T
Ay 8.0 Gy 8.0

Fig. Apl-2.32.f (reactiunile §i eforturile sunt indicate in kN)

problemei cu ajutorul modulului “Truss Analysis” al programului MDSolids 3.0.
Observatie: toate fortele din figura Apl-2.32.f (incarcare, reactiuni si eforturi din
bare) sunt date in kN.

Deci se verificd rezultatele obtinute prin cele trei metode.
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Apl. 2.33
Sa se determine eforturile in toate barele grinzii cu zabrele din figura Apl-
S 2.33.
p=15kN/m
o Rispuns:

S, =48 [kN] - I:
G Scp=-36[kN]-C;
Sgr =03
S, =—1248[kN]-C;
Scp =-93,6 [kN] - C;
Spq =—93,6 [kN] - C;
Spp = 86,4 [kN] - I;
Spr = 86,4 [kN] - I;
Sy =86,4 [kN] - I;
Fig. Apl-2.33 Spe =0.

By 72.0 36.0 36.0
Bx 115.2 t D $ F $ G

== 86.4 (T) 86.4 (T) 86.4 (T)
B
0.0 93,6 (C)
0.0
37.49 (M
36.0 (C) E
93,6 (C)
48.0 (M)
C
124.8 (C)
Ax115.2
—_—
A

Fig. Apl-2.33.a (reactiunile si eforturile sunt indicate in kN)
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2.b. ANALIZA STATICA - SolidWorks

1. Deschidem piesa BATIU-exercitiu (fig. 2.6).
WnlidWolka i D e L'} - ﬁ - % -5 - . - BATIU-exerditiu QvSodeorks Search )2 - = 8 X
BE @ N

il BRI
(BB EE
_(§Iﬁ’ IAE3) QS W@ - oo - E- -8 x

W BATIL-exercitiu
Annatations
3= ars1amd

@ Front Plane
\<§\ Taop Plane
4y Right Plane
I.. Qrigin
@ Extrudel
@ Cut-Extrudel
@ Cut-Extrudez
@ Cut-Extrude3

AT Model [ Mofion Study 1|

Solidworks Office Premium 2008 Editing Part

a'.'-' start L8 =~ ¥ re... | D Documentl - Microsof... NG = T@T - ; ’<’,'.."'J__..-' 12:42 PM
Fig. 2.6
o |
2. Click stanga pe iconita ce

reprezinta COSMOS AnalysisManager Y EEI

T, BATIU-exercitiv

si rezultatul actiunii este reprezentat in o3 Parameters
f ) 7 Z{Sensnrs
igura 2.7.
Fig. 2.7

3. Click dreapta pe BATIU- exercitiu, apoi click stinga pe Study (fig.
2.8), rezultatul actiunii este reprezentat in figura 2.10.
3’. La rezultatul din figura 2.10 se ajunge si prin actiunile: click dreapta pe

Study din COSMOSWorks de pe bara cu meniuri (fig. 2.9).
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-3 Parameters g

'S

Advisar...

Compare Test Data..

Run All Studies
Update Components far All Studies

Define Function Curves, ..
CreatefEdit Material Library. ..

Opkions, .

Fig. 2.8

@hsolidWorks g Fie it o CosMOSWorks | Toobox: Wi
(@ N @ [study...

A - ‘; Advisor...

IE LEL o :D ¥ m} = “i ‘ Material 3
B B @ B & Loads R estraint 3

= | w Drop Test Setup.., r
@@@@@ I | Resul: Options....

T8y BATIU-25_11_2009
:: Parameters
5 sensors

ContactiGaps
Shells
Mesh

‘ Fun

Plok Results

List Results

Result Tools

' Report..,

Compare Test Data,.,

Design Scenario
Optimization

Fatigue

2
3 |Parameters...

ol

Sensors...

Select All Feature(s) Faces
Export...

Impott Maotion Loads..,

Options. ..

Help

Fig. 2.9

4. Se selecteaza din Type studiul Static (sau alte tipuri). Click OK si
rezultatul este reprezentat in figura 2.11.

[BI7 [Bl#]

Study
« & B

| EmmEe

HULOBSUN] | ULO BT

R E D A

NNl AEIE]

8 BATIL-exercitiu

Study stresses,
displacements, strains and
factor of safety for
components with linear
material

5 Parameters

Sensors

% Solids
4 Load|Restraint

BB Design Scenatio

i

Study 1
Solid Mesh v

{"E‘ Repart

bl
@ Skatic
EI Frequency
@ Buckling
Q_,si- Thermal
g- Drop Tesk
[E] Fatin =

Fig. 2.10
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Fig. 2.11

=& Study 1 {-Default-)

E ContactiGaps {-Global: Bonc

BIFIR *s|
% BATIU-exercitiu
Parameters

4 Sensars
=] Q*Study 1 {-Default-}
% Solids

. EHDes Hide All
W con  Showal
%Me g:\‘ Restraints. ..
& Pressure...
i Force...
u Gravity...
8 Centrifugal...
E‘-’ Remote Load/Mass. ..
Distributed Mass. ..
}'E/rf EBearing Load. ..
g} Connectors...

ﬂ Temperature. ..

Cptions, ..

Copy

Fig. 2.12

A EEAE

Restraint

¥ R

il o

| Fixed

N

Show preview

o

Py

itfw

p

Fig. 2.13
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Click dreapta pe iconita

_ | si rezultatul este reprezentat
in figura 2.12.

Click stanga pe iconita f Restraints.

pentru a realiza legatura la sistemul
fix (restrictii in mobilitate), si rezultatul este reprezentat in figura 2.13.
6.

Acelasi rezultat se obtine si daca se face click stanga pe iconita
;;é Restraints. ..

de pe bara cu instrumente si rezultatul este reprezentat tot
in figura 2.13.

7. Selectam fata 2, indicatd in dreptunghiul albastru prin < Face 2 > si
rezultatul actiunii este reprezentat in figura 2.14. Click OK.

8. Click dreapta pe iconita

18 : A
= si rezultatul este reprezentat in
figura 2.12.
@@E? @ + % BATIL-exerditiu @1) £
¥

Type

Front Plane

A

9. Click stanga pe iconita

4+ Force...

pentru incarcarea piesei cu forte si

rezultatul este

Show preview

reprezentat

in
figura 2.15. In aceastd etapi se

Symbol Settings

A
;
)

e S

Example

-

alege tipul de fortd si punctual de

A

aplicatie al acesteia (prima casuta

din zona Type). In cdsuta a doua

se selecteaza directia (paraleld cu

o muchie sau perpendiculard pe

eqe v,

Click OK.
Fig. 2.14
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Qi solidWorks i O-B-d-8-9- 8 & - BATIU-exercitiu = (1~ Soldorks Search )2 - - &8 %

TR
Al BB
(ERDEA
+ B BaTIU exerciiu QO KW@ T o B - 5%
& = it
¥ R b el%
Type P d 5
() Apply forcsfmoment - F
© apely nermal frce -
O tpply toraue -

m WYertex<l>

@

il
[]Show previdFace, Edgs, Plane, Axis for Dirsction(Edg=<1>)

Units A
3
Force (Per entity) E

= 1o (v

[reverse direction

[INonuniform ¥
Distribution

Symbol Settings

Along Edgs (N):

BATIU-exercitiu #i 100mm ¥ -110mm Z: 30mm Editing Part

‘4 start

Fig. 2.15

AEselidWorks i O-2-B-2-9-8 &- BATIU-exercity = ()= SalidWarks Search )2 - = 5%
RN
ol LBt BN

BB
o —
Y B[ QONEE J-or- - E- -8 x g
W BATIL-exercitiu Model name: BATIU-exerciiu > =
T Do amaters Study name: Study 1 B T
;"s Mesh type: Solid mesh 5
7 Sensors al =
= & study 1 (-Default-) Wé\r‘ 2
O salids =Y s
= 48 Loag/Restraint &
of Restraint-1 =]
4 Force-t

[ Design Scenario
¥, Contact/Gaps (-Global: Bonded-}

@Re&

Mesh and fun

Failure Diagnastics. .. j
b

Detals...

&pply Mesh Cortrol..
Create Mesh Flat. .

A List Selected
X Probe
Hide Mesh

Hide: ll Control Symbols
Shows All Cantral Symbals

Copy

[T Model [ Wofion Study ]

Salidwarks Office Premium 2008 *: 100mm Vi -110mm Z: 30mm Editing Part

74 start

10.Click dreapta pe iconita 2.16).

11.Click dreapta pe iconita (vezi figura 2.16).
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Dupa click dreapta din etapa 11 se deschide

care se stabilesc dimensiunile si tolerantele

discretizarilor i dupa

discretizarea (mesh-area) din figura 2.16.

In loc de click dr. pe iconita

se face click dr. pe iconita
si resultd atat mesh-area
tensiunile. In primul caz

parcurga etapa 12.

%K
Mesh Parameters ~
click OK apare 3
Coarse Fire
E| |mm V|
B |4.61?59 v|mm
Create Mesh.., B |D.2308?9 v|mm
— e ‘ [CIrun analysis after meshing
|Dpﬁons ¥
cat si deplasdrile si
este necesar sa se
Fig. 2.17
SN EA D

¥, BATIU-exercitiu
,a(: Parameters

'ﬁ? Sensars
Rl
% 50 £un
=48 Lo g Run Design Scenario
=
o Update &ll Components
L Export...
De
% ca Trend Tracker
% Me Delete
@ Re
Details. ..
Propetties. .
Rename
Copy
Fig. 2.18

12.Click dreapta pe iconita

reprezentatd in figura 2.18.

Click stanga pe iconita

6 BATIL-exercitiu
g:: Parameters
'/.' Sensars
= Q*Study 1 {-Default-})
% Salids
= Q Load/Restraint
;:f Restraint-1
4 Force-1
ER Design Scenario
E ContactfGaps (-Global: Bonded-)
4
|i| Report
[E5] Results
g Stressl (-vonMises-)
E" Displacement] (-Res disp-)
&E Strainl (-Equivalent-)

=]

| PP

Fig. 2.19

=R gctudy 1 (-Default )|

si se deschide fereastra

T

si rezultd deplasarile si

tensiunile, ca in cazul parcurgerii etapei 11. Rezulta pe ecran reprezentarea din
figura 2.19, adica rezultatele analizei statice cuprinse in Report si Resullts.
13. Click Results (fig. 2.19) si se obtin in trei imagini deplasdrile si
deformatiile piesei supusa solicitarii.
14. Click Report si obtine rezultatul analizei de forma generald de mai jos.
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Note:

Do not base your design decisions solely on the data presented in this report. Use this information in
conjunction with experimental data and practical experience. Field testing is mandatory to validate your final
design. COSMOSWorks helps you reduce your time-to-market by reducing but not eliminating field tests.
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Study Properties
Study name
Analysis type
Mesh Type:

Solver type

Inplane Effect:

Soft Spring:
Inertial Relief:
Thermal Effect:

Zero strain temperature

Units

Include fluid pressure effects
COSMOSFloWorks

Friction:

Ignore clearance for surface contact

Use Adaptive Method:

SI

Unit system:

Length/Displacement

Temperature

Angular velocity

Stress/Pressure

Proprietatile materialului

No. Body Name

1 BATIU

Material name:

Description:

Material Source:

Material Library Name:

Material Model Type:

Property Name Value
Elastic modulus 1.9e+011
Poisson's ratio 0.29

Shear modulus 7.5e+010
Mass density 8000

Tensile strength 5.1702e+008
Yield strength 2.0681e+008
Thermal expansion 1.8e-005
coefficient

Thermal conductivity 16

from

Material

[SW]AISI 304

Study 1

Static

Solid Mesh
FFEPlus

Off

Off

Off

Input Temperature
298.000000
Kelvin

Off

Off
Off
Off

Kelvin
rad/s
N/m”2

Volume
0.000103454 m"3

Mass
0.82763 kg

[SW]AISI 304

Used SolidWorks material
solidworks materials
Linear Elastic Isotropic

Units
N/m”2
NA
N/m”2
kg/m”"3
N/m”2
N/m”2
/Kelvin

Value Type
Constant
Constant
Constant
Constant
Constant
Constant
Constant

W/(m.K) Constant
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Specific heat 500

(kg K)

Forta concentrata. Incastrarea face imobilizarea.

Restraint name
Restraint-1 <BATIU>

Load name

Selection set

Force-1 <BATIU> on 1
force 50 N

Restraint
Selection set
on 1 Face(s) fixed.
Load
Loading type

normal to

reference plane with

respect  to selected
reference Edge< 1 >
using uniform
distribution

No Connectors were defined

CONTACT

Contact state: Touching faces - Bonded

Mesh Type:

Mesher Used:
Automatic Transition:
Smooth Surface:
Jacobian Check:
Element Size:
Tolerance:

Quality:

Number of elements:

Number of nodes:

Time to complete mesh(hh;mm;ss):

Computer name:

Design Scenario Results
No data available.

Sensor Results

No data available.
Reaction Forces

Selection set Units
Entire Body N
Free-Body Forces
Selection set Units
Entire Body N
Selection set Units

92

MESH INFORMATION

Solid Mesh
Standard
Off

On

4 Points
4.6959 mm
0.23479 mm
High

8396
16685
00:00:02

Vertex(s) apply Sequential Loading

CONNECTOR DEFINITIONS

MECANICA-1061EC

Sum X SumY

0.0536094 -50.0005

Sum X SumY

0.00599593 0.000853386
Free-body Moments

Sum X SumY

Constant
Description

Description
Sum Z Resultant
-0.0333881 50.0005
Sum Z Resultant
-0.000369708 0.00606763
Sum Z Resultant
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Entire Body N-m 0 0 0 le-033
Bolt Forces
No data available.
Pin Forces
No data available.
Study Results
Default Results
Name Type Min Location Max Location
Stress1 VON: von 7527.42N/m"2 (108 mm, 1.08553e+008 (-110 mm,
Mises Stress Node: 8456 -110 mm, N/m"2 -105.026 mm,
-30 mm) Node: 16685 19.1809 mm)
Displacementl URES: 0 m (-110 mm, 0.00753946 m (110 mm,
Resultant Node: 55 -110 mm, Node: 1671 -110 mm,
Displacement -30 mm) 30 mm)
Strainl ESTRN: 3.25987e-008 (108 mm, 0.000302214 (-106.466 mm,
Equivalent Element: 7176 -108.854 mm, Element: 7799 -105.915 mm,
Strain -28.8462 mm) 18.1665 mm)

Fig. 2.20. BATIU-Study 1-Stress-Stress1

5.428e+007

won Mises (Nim"2)

1 .086e+003
9951 e+007
9.046e+007
. §.142e+007
. T.23Te+007

. B.333e+007
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LRES (m)
¥ .53%9e-003

6.911e-003

§.263s-003
. 5.£552-003
. 5.026-003
43932003

5 770e-003

Fig. 2.21. BATIU-Study 1-Displacement-Displacementl

ESTRM

3.022e-004

2.770e-004
251 9e-004

. 2267e-004

. 2015e-004
1 7630004
1 5116004

- 1258004

Fig. 2.22. BATIU-Study 1-Strain-Strainl

Conclusion
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2.c. Analiza statica - SolidWorks

ALTE EXEMPLE

Fig. 2.23.- Ansamblul structurii pentru care se fac studiile statice
si cinematice cu ajutorul programului SOLIDWorks

Fig. 2.24. Ansamblul structurii pentru care se fac studiile statice
si cinematice cu ajutorul programului SOLIDWorks — in explozie
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§W SolidWorks Office Premium 2007 - [probl 3.25-misc *]
@ Fle Edit Yiew Insert Tools COSMOSWorks COSMOSMation Window Help

DEHED & Kwe Ba-S e O G2 aaxdacesng 009999 3@ ~|a >
- = BLEIPTNE @ B- S#H BR MUAE>p HASEER O

9T |R& D
S probl 3.25-misc
&2 Parameters
* & sensors
¥ @ COSMOSKpress_Study (-1
- Gt* @ Study 1 (-Default-)
8 Salids
= 48 LoadiRestraint
D Gravity-1
o Restraint-2
4 Force-2
= Design Scenario
8, Contact/Gaps (-Global: Bo
Mesh
| =] Report

2B B &E

) (o) /A

B EOIEYE 12

‘4 start D -

Fig. 2.25, Restrictii si incarcarea statica realizate cu ajutorul
programului SOLIDWorks — COSMOSWorks —sectiune in ansamblu

§¥ SolidWorks Office Premium 2007 - [probl 3.25-misc *]
@Fl\e Edit Wiew Insett Tools COSMOSWarks COSMOSMation ‘Window Help

- | &%

DR EHEBES & Rz Bm-b @ A2 aaqassn@ 909000 am 7|a >
[g- | = BIEITIVYE A B- SH HHWE<LEP HRESEMR 3O

3R &@
Q probl 3, 25-misc
,a(: Parameters
'/_ Sensors
¥ @ cosMosHpress_Study (-0
= d" 3 study 1 {-Default-)
g Solids
= ﬁ Load/Restraint
u Graviky-1
gf Restraint-2
4 Force?
F Design Scenario
¥R ContactGaps (-Global: Ba
w Mesh
| &|Report

G E A &

< | =
Ready
75 Start D e c B Wi B 50l @yE nee

Fig. 2.26. Restrictii si incarcarea statica realizate cu ajutorul
programului SOLIDWorks — COSMOSWorks
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X

|
- 8 x

olidWorks Office Premium 2007 - [probl 3.25-misc *]
W@ File Edt Yiew Insert Tools COSMOSWorks COSMOSMation Window Help

DPEHE® & A8 Hn e O d2 (v aaqaedn@ 80999 an ” Q>
EEEE BUREITFIH G- - SPpER WC<E>» HASEHER 50

Model name: probl 3.25-misc

Q If[’ |§ (S) @ Study name: Stucy 1

Mesh type: Solid mesh

| 3.25-misc

rarameters

Fensors

“OSMOSKpress_Study (-Default-)
T solids

&E LoadjRestraint

4 Force-1

& Gravity-1

gﬁ Restraint-1

R Desion Scenario
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Wimesh

5| Report

study 1 {-Default-)

g Solids

L8 LoadjRestraint

a Qravity-1

ﬂ Restraint-2

L Forcez

R Design Scenario

B ContactfGaps {-Global: Bonded-)
W
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| Results

[ Stress1 (-voniMises-)

ﬂ‘ Displacement] (-Res disp-)
[ Straind (-Equivalent-)

W E I BB

«

Under Defined | | Editing Assembly 7

74 start D -

Fig. 2.27. Mesh-area realizata cu ajutorul
programului SOLIDWorks — COSMOSWorks

§¥ SolidWorks Office Premium 2007 - [probl 3.25-misc]

mFila Edit Wiew Insett Tools COSMOSWorks COSMOSMobion ‘Window  Help - 8 x

DEHES R BEn-%@ O 22(¢arqacenm 000Fd aa > &~
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e
= Mockel name: prokl 3. 25-misc

@ ﬁ’ |% 69 @ Study name: Stucy 1
P Sl o 2
Parameters Global value: 0to 0,00061600E S}
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COSMOSYpress_Study {-Default-) @
QSths 5%
Q[ﬂadeestraint HRES (m) E ]
4 Force-1 &
«

O Gravity-1

ﬁ Restraint-1
B Design Scenario
B ContactfiGaps (-Global: Bonded-)
) esh
|5 Repork
Study 1 {-Default-) "
Q solids N
Q LoadjRestraint

a Gravity-1

fRestraint-2

4 Force-2
B Design Scenario
E ContactiGaps (-Global: Bonded-)
@ Mesh

= L ¥ i 1 pone-033

& Report

R d £53.005
[B Stress1 (-vonMises-)
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&gstraml ({-Equivalent-)
«
z

Editing Assembly

Under Defined

Fig. 2.28. Deplasarile rezultate din incarcarile statice realizate cu ajutorul
programului SOLIDWorks — COSMOSWorks Deplasari — alte restrictii
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§W SolidWorks Office Premium 2007 - [probl 3.25-misc]
@ Fle Edt Yiew Insert Tools COSMOSWorks COSMOSMotion Window Help C

g X

LPEHE®R = e 8 EHin-W @-0-82 | ¥ QQdaosin@- ooy am ~|q”
Q- SRIFFIFIH @ B P ER W@ FHESEER 120
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= Model natne: probl 3.25-misc
@ If[’ |§ (SD @ Stucly name: Study 1
Plot type: Static nodal stress Stress1
HleESmiE Deformetion seale: 45,2968 4
Parameters Global value: 316755 1094190 il
Sensors
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9 Solics B
&ELoadeestraint i e (T ) = 1
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BB Design Scenario
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|0/ Results
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by

37824007

Under Defined  Editing Assembly 7]

PE—

14 Start

Fig. 2.29. Tensiunile (N/m?) rezultate din incarcarile statice realizate cu
ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSWorks — alte restrictii
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2| E A &

2566e-003
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3. NOTIUNI GENERALE DE CINEMATICA

3.1. Traiectorii, viteze, acceleratii

Pentru a cunoaste traiectoria unui punct material, este necesar a fi
cunoscut vectorul de pozitie al acestui punct material ca functie de timp
(uniformd, continud si derivabild de doud ori), vector de pozitie ce are originea
intr-un punct fix O din spatiu (fig. 3.1). In problemele spatiale, vectorul de
pozitie are In componentd 3 parametri scalari variabili in timp, care in functie de
sistemul de referintd ales pot fi: coordonatele carteziene, coordonatele sferice,
coordonatele cilindrice etc.

Traiectoria unui punct material este locul geometric al pozitiilor

succesive ale extremitatii vectorului de pozitie T(t) = OM, al punctului material

in timpul miscdrii sale. Pentru cunoasterea miscarii punctului M, este necesard
cunoasterea ecuatiilor parametrice ale traiectoriei acestuia, care pot fi:
- In coordonate carteziene

x=x(t); y=y(t); z=z(t); (3.1

- in coordonate cilindrice
r=r(t); 6=0(t); z=z(1); (3.2)

- in coordonate sferice
r=r(t); 0=0(t); o=o(t). (3.3)

Relatiile de legdtura intre coordonatele carteziene si coordonatele cilindrice
respectiv  coordonatele  sferice

sunt stabilite in capitolul 2 (statica

3 punctului material).

. 3 b T e Viteza. Consideram punctul
‘ i arbac7inm i material in pozitia M, la
T " momentul t, pozitionat prin
vectorul de pozitie T(t) si in

pozitia M', la momentul (t+At),
Fig. 3.1. pozitionat prin vectorul de pozitie
T(t+ At) cain figura 3.1.
Viteza medie a punctului material mobil intre pozitiile M si M’ este prin
definitie:
- arcMM . (3.4)
At
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Vectorul viteza instantanee este dat de derivata in raport cu timpul a
functiei vectoriale de timp, vectorul de pozitie T(t), adica:

v O i T AD-T()_ o MM, (3.5)
dt at—o0 At At—>0 At

MM" MMW@mMM;
At50 |\/||\/|" arcMM' At

(3.6)
. MM' . MM" . arcMM' _ _
= lim ——- lim : =71-1.§=7-V;
At—0 |\/||\/|" At—0arcMM' at—o0 At
~ v i vz (3.7)
dt

Miscarea punctului M pe traiectoria [C] fiind cunoscuti, relatia care o
descrie este:

s=s(t),

cunoscutd deasemeni si poartd denumirea de ecuatie orard a miscarii.

Din relatia de definifie a vitezei (3.5) rezultd urmdtoarea ecuatie
dimensionald a acestei marimi:

L 1
=—=L-T%
V=3

(3.8)

In sistemul international de unitati (SI) viteza se misoard in metri pe
secunda (m/s).

Acceleratia punctului M este mdrimea vectoriald care caracterizeazd

Fig. 3.2.
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variatia in timp a vectorului vitezd. Pentru a o determina, alegem un punct
arbitrar P (fig. 3.2,b) in care construim vectori echipolenti cu vectorii viteza
V,, V,, .. ,V, aipunctului mobil M (fig. 3.2,a), aflat in diferite pozitii pe
traiectoria sa [C].

Unind varfurile vectorilor echipolenti construiti cu originea in P obtinem
o curba [F] numitd hodograful vitezelor (fig. 3.2, b),, dupa cum unind
varfurile tuturor vectorilor de pozitie T am obtinut curba [C] descrisd de

punctul material. In timp ce punctul material mobil M parcurge traiectoria sa,
punctul N parcurge traiectoria varfului vectorului viteza (hodograful vitezelor),
astfel incat atunci cand punctul M se afld intr-o anumita pozitie pe traiectoria sa
[C] si are viteza V, punctul N corespunzdtor de pe curba [F ] se afld in

pozitia in care vectorul sdu de pozitie este V. Calculam viteza punctului N.
Pentru aceasta este suficient doar sa inlocuim in formula vitezei (3.7) vectorul de
pozitie T prin vectorul vitezd V si vom avea:
_oavo. L
Vy=—=V=r=a. (3.9)
dt

Cu alte cuvinte viteza de deplasare a punctului N, varful vectorului pe
hodograful vitezei [F] este chiar acceleratia punctului material M in
migcarea reald pe curba [C]

Din relatia de definitie (3.9) a acceleratiei rezultd urmaitoarea ecuatie
dimensionald a acestei marimi:

[a]:¥=L L-T2.

T2

In sistemul international de unititi (SI) acceleratia se misoara in metri pe
secundi la patrat (m/s?).

3.2. Componentele vitezei si ale acceleratiei in
diferite sisteme de coordonate

3.2.1. Sistemul de coordonate carteziene

Exprimdm vectorul de pozitie in functie de proiectiile sale pe axele unui
sistem cartezian Oxyz, ale cdror directii sunt fixe, date de versorii constanti
I, J k.

T(t)=x(t)-i+y(t) j+z(t)-k. (3.10)

Derivam relatia (3.10) in raport cu timpul:
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V=xX()-T+y()-J+2(t) K+ x(t)-i+y(t)-j+z(t) K. (3.11)

Deoarece 1=0, j=0, k=0, rezultd expresia vectorului viteza in
functie de proiectiile sale pe axele sistemului cartezian de referinta:

V=V, i+v, - j+v, -k (3.12)

si modulul sau

V=32 +y2 422 = Vi v2 42 (3.13)

Apoi derivdm relatia (3.12) in raport cu timpul, si din aceleasi
considerente, obfinem expresia vectorului acceleratie in functie de proiectiile
sale pe axele sistemului cartezian si modulul sau:

a=V=X-i+y-j+2-k=V-i+V, -j+V, -k (3.14)

\a\:\/x2+y2+22 :\/af(+af,+a§ (3.15)

3.2.2. Sistemul de coordonate polare

Acest sistem de coordonate se
utilizeazd pentru studiul miscarilor
plane ale punctului material, fapt
pentru care axele sistemului xOy si
ale sistemului polar cu versorii p
si N, sunt coplanare cu planul
miscdrii (fig. 3.4). Axele sistemului
polar sunt mobile, deci parametrii
p si N sunt variabili in directie si

Fig. 3.3. exprimafi in functie de timp prin
expresiile:
EzCOéG-Ijsine-j_. (3.16)
n=-sinB-1+cos0O-]
Derivam in raport cu timpul relatiile (3.16):
p=—0-sin0-1+0-cos0-j=0-1
=9 . - - (3.17)
n=-6-cos6-1i—0-sinB-j=-0-p
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Intre coordonatele carteziene si cele polare ale aceluiasi punct existi
relatiile:
X=r-c0s0,
_ (3.18)
y=r1-sin0.
In general, in timpul miscarii punctului material, coordonatele sale polare
se schimba, adica sunt functii de timp r=r(t), 6=0(t), motiv pentru care
relatiile (3.18) reprezintd ecuatiile parametrice ale traiectoriei [C] a punctului

M, parametrul fiind timpul.
Din schitd se observa ca vectorul de pozifie T si versorul p sunt

coliniari, adica:
T=r-p (3.19)
Derivam in raport cu timpul relatia (3.19) si avand in vedere si relafia
(3.17,), obtinem vectorul viteza a punctului M,
= V=f=t-p+r-p=t-p+r-0-n (3.20)

Proiectiile vectorului vitezd V, pe axele sistemului de coordonate polare
de versori p si N, sunt:

vV, =T,
{ S (3.21)

1ar modulul sau
= [¥=\i*+(r-0f (3.22)

Derivam in raport cu timpul relatia (3.20) si obtinem vectorul acceleratie
a punctului M:

a=vV=t-p+f-p+f-0-n+r-0-n+r-0-0,
sau ordonatad dupa versorii axelor
a=(f-r-6°)p+(2-0-t+r-0) 7. (3.23)

Proiectiile vectorului acceleratie a pe axele sistemului de coordonate de
versori p si N, sunt:

a, =f-r-0°,
_ ) (3.24)
a,=2-0-t+r-0,
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1ar modulul sdu

A=li—r-0°f +(2-6-i+1-0). (3.25)

3.2.3. Sistemul de coordonate intrinseci (naturale sau
triedrul lui Frenet)

Acest sistem de coordonate este un sistem mobil, triortogonal, cu originea
pe curbd in punctul M, avand ca axe (fig. 3.4):

» tangenta la curbd, de versor T cu sensul pozitiv in sensul de crestere
al arcului s;

» normala principald, adicd normala din planul osculator al curbei
(planul limitd determinat de tangenta in M si un punct M’ ce tinde
catre M), pozitiva spre centrul de curbura, cu versorul v;

» binormala, adicd normala perpendiculard pe planul osculator al carui
versor se noteazi cu [, pozitiv astfel ca versorii T, vV si B, in

aceasta ordine, sa formeze un triedru drept.

Fig. 3.4,

Utilizam doua din formulele lui Frenet si anume:
¥ & 1ls (3.26)
ds ds p
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unde p este raza de curbura.

Cu ajutorul relatiei de definifie a vectorului vitezd (3.7) si a relatiei
(3.26,), rezultd expresia vectorului vitezd in sistem de coordonate intrinseci
(triedrul lui Frenet):

_ . dr ds dr ds _ ., _
:r:— _—=— —:T‘S:T V,
dt ds ds dt
V=$§-T=V-T, (3.27)

Pentru stabilirea proiectiilor vectorului acceleratie pe axele triedrului lui
Frenet, derivam relatia (3.27):

:"f:\‘}:%-(v-?)zv-?+v'%, (3.28)

si tinem cont de relatia (3.26,), astfel ca:

%:E.%:d_r.%:gv.v_ (3.29)
dt ds ds dt p
Deci, cu (3.29) in (3.28), obtinem expresia vectorului acceleratie functie
de proiectiile sale pe axele intrinseci:
A=v-T+v2 1.y, (3.30)
p

Proiectiile vectorului acceleratie pe axele triedrului Frenet sunt:

-

a_=v
2

a, =" 3.31)
p

ap =0

a=,|(v) +[V—2j (3.32)

Observatii:
e Vectorul acceleratie apartine planului osculator (proiectia vectorului

acceleratie pe axa de versor 3 este nuld).
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e Accelerafia tangentialda a, da informatii in legdturd cu viteza de
variatie a mdrimii vectorului viteza si poate fi pozitivd sau negativa,
dupd cum coincide ca sens cu sensul vectorului viteza sau nu.

e Accelerafia normald a, dd informatii despre viteza de variatie a

directiei vectorului viteza si este orientatd intotdeauna in sensul pozitiv
al versorului Vv (spre centrul de curbura).
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4. CINEMATICA SOLIDULUI RIGID

4.1. Miscarea generala a solidului rigid

4.1.1. Generalitati

Formularea problemei: cunoscandu-se miscarea unui solid rigid in raport
cu un sistem de referinta fix se cere sa se determine traiectoria, viteza si
acceleratia unui punct oarecare al solidului in raport cu acest sistem de referinta,
la un moment t
arbitrar ales. Pentru
rezolvarea problemei
alegem doud sisteme
de referinta: unul fix
0O,x,y,z, si al doilea
mobil Oxyz solidar
cu rigidul a cdrei
miscare se studiaza
(fig. 4.1). Miscarea
sistemului de referinta
mobil Oxyz, fatd de
cel fix Ox,y,z,, este
cunoscuta deoarece
este cunoscuta
migcarea rigidului cu
care acest sistem de
referintd este solidar.

Cu aceste considerente, punctul M, unul oarecare al solidului, are o
pozitie determinata invariabil fatd de sistemul de referintd Oxyz pe toatd durata
migcarii. Rezultd asadar cd orice punct M. al solidului are coordonatele

1

X:,Vi,Z;, inraport cu sistemul Oxyz, determinate si constante.

Fig. 4.1.

Pozitia sistemului Oxyz in timpul miscarii este determinatd dacd se
cunoaste vectorul de pozitie 1, al originii O a sistemului mobil §i pozitiile

axelor acestui sistem adicd versorii axelor acestuia 1, j, k.

Pozitia rigidului fiind variabild in timp si invariabild fatd de sistemul
Oxyz, patru functii vectoriale de timp vor determina miscarea rigidului fatd de
sistemul de referintd fix O,x,y,z;:

T = 1_’10(t); i= I(t)5 j = j(t); k= k<t)- (4.1)

Ultimele trei functii vectoriale din relatiile (4.1) trebuie sa indeplineasca
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urmatoarele conditii:
i-i=l j-j=1 k-k=1; i-j=0; j-k=0; k-i=0. (4.2),
4.3)

Intr-adevir, vectorii i, j,k fiind versori justifici conditiile (4.2) si
intrucat apartin unor axe triortogonale drepte se justifica si conditiile (4.3).

Rezultd, asadar cd din cele 12 necunoscute scalare corespunzatoare celor
patru vectori (4.1), raman doar sase independente si astfel pozitia unui solid
rigid fatd de un sistem de referintd fix O,x,y,z, depinde (este determinatd) de
sase parametrii scalari independenti adicd are sase grade de libertate.

4.1.2. Derivata unui vector dat prin proiectii pe axele
unui sistem de referinta mobil

Considerdm un vector a(t) dat prin proiectiile sale u,(t), u (t) si u,(t)

pe axele sistemului de referintd mobil Oxyz:

u(t)=u,(t)-i+u,(t) j+u,(t)k (4.4)
Derivand in raport cu timpul relatia (4.4), obtinem:
ﬁ:uX-I+1‘1y-]+11Z-E+ux-i+uy-j+uz-§, 4.5)

unde versorii 1, j si k sunt constanti in marime, dar variabili in directie.

Exprimam derivatele acestor versori in functie de proiectiile lor pe axele
sistemului mobil de coordonate:

i=(i) i35+ (k) x

Gi=(iifi+G3)5+6x) (4.6)

k= 1)1+ (k-3 5+ (k)&

Derivand relatiile (4.2) si (4.3) obtinem:

2:ii=0; 2-j-j=0; 2-k-k=0 (4.7)
T B
ik=-jk=o. (4.8)
kKi=Kizo

Notatiile introduse in ultimele relatii, Tn mecanicd reprezintd proiectiile
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vectorului vitezd unghiulard pe axele unui sistem de coordonate mobil. Sub
formad vectoriala se scrie: ® =0, -i+o, - j+ o, -k

Daca introducem 1in relatiile (4.6) relatiile (4.7) si (4.8), atunci obtinem:

S
i=o, - j-o, -k=lo, o o,
1 0 O
i ]k
j:coz-§+oox-E:cox O, o,, 4.9)
0O 1 0
i j k
E:wy-i—oox j=lm, 0, o,
0 0 1
fiz@xi
deci S ] =®xj ,numite si relatiile lui Poisson. (4.10)
LEzExE

Introducem expresiile derivatelor versorilor sistemului mobil, date de
relatiile (4.10), in expresia derivatei n raport cu timpul (4.5) a vectorului ﬁ(t) si
obtinem:

. du

u=—=
dt

=u, -i+u,-j+i, kru - (@xD)+u, - (@x])+u, - (@xK) =

:@+6x(ux-f+u -3+uZ~E),

ot ’
A O s 4.11)
dt ot
in care:
%:ux -i+1’1y -j+u,-k, este derivata relativi (locald), vectorul care

are proiectiile pe axele sistemului mobil Oxyz egale cu derivatele in raport cu
timpul ale proiectiilor vectorului u pe axele aceluiasi sistem de coordonate
mobil:
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du . 9 .. : .
o este derivata absolutd, vectorul a carui proiectii pe axele sistemului
t

fix sunt egale cu derivatele in raport cu timpul a proiectiilor vectorului u pe
axele aceluiasi sistem de coordonate fix.

4.1.3. Traiectorii
Din figura 4.1 se poate scrie relatia vectoriala de legatura intre vectorul de
pozitie 1; al punctului M; in raport cu sistemul de referinta fix, vectorul de
pozitie T, al originii sistemului de referintd mobil O fatd de cel fix s1 vectorul
de pozitie al punctului M, in raport cu sistemul de referintd mobil, adica:

L =fo +1, (4.12)

L, =X, +y, ) +2z; -k,

1o:X10'il+Y1o'jl+Z10'k19 (4.13)

unde

=

fL=X-i+y,-j+z -k

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei [C] punctului M, se obtin
proiectand relatia (4.12), utilizand si (4.13), pe axele sistemului de referinta fix

0,x,y,z,, adica:

i
) (4.14)

k)

X, =X, X, cos(I, 1)+ Y; -cos(] )+ z, -cos(

i
Yi = Yio TX; - COS (1 i )+Yi 'COSG i )+Zi " COS
2, = 2,0 +X; -cos(i, k, )+, -cos(j. k, )+ z - cos

—
mrz

4.1.4. Distributia de viteze si acceleratii

Distributia de viteze.
Prin derivarea in raport cu timpul a relatiei (4.12) se obtine:
L, =T, +T, (4.15)

unde T,=V, s$i T,=V, reprezintd vitezele punctului M,

. . sl respectiv a
originii triedrului Oxyz corespunzitoare unui moment oarecare din timpul

miscdrii solidului. In privinta vectorului T, se constatd cd este definit prin

proiectiile lui pe axele unui sistem de referintd mobil (solidar cu rigidul) si prin
urmare derivata sa se calculeaza cu relatia (4.11), adica:

(4.16)

I‘i:

ot
Deoarece vectorul de pozitie T =x,-i+y;-j+z -k are proiectiile pe
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axele sistemului de referintd mobil Oxyz (solidar cu rigidul nedeformabil),
derivatele acestora 1n raport cu timpul sunt nule, ceeace face ca relatia (4.16) sa
devina:

f =®xT, 4.17)

iar relatia (4.15) se transforma corespunzétor in:

V., =Vo +OXE , (4.18)

numita relatia lui Euler pentru distributia vitezelor intr-un rigid.
Proiectand relatia (4.18) pe axele sistemului de referinta mobil Oxyz,
pregdtind 1n prealabil vectorii componenti, adica:

V=V i+ v v, oK, Vo =y i+ v s j+ v, ok,

1

1 ] k
OXL =0, o, o,,
X, Yy, z

se obtin proiectiile vectorului vitezd pe axele sistemului de referintd mobil
Oxyz, sub forma (4.19):

ViX =VOX+ZI.0)y_y1.(DZ

=V =Vo, tX, -0, —Z; -0 (4.19)

Viz =VOZ+Yi.0“)x_Xi'COy

Observatie

Proiectiile vitezelor a
doud puncte ale unui solid
rigid In miscarea generald,
pe directia determinatd de
cele doud puncte, sunt egale
intre ele (fig. 4.2).

Aplicdm relatia lui Euler
pentru punctele M; si M;:

{v =V, +®X fl,
Scazand cele doua relatii obtinem:

V-V, =0xMM, sau V,=V,+0xMM, MM

] 1 1 ] ] 1
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= V,-MM, =v,-MM, +(@xM M, ) MM,

1 J

Ultimul termen (produsul mixt) din membrul doi este nul, ceeace conduce
la relatia:

‘VMW‘-COSQ :‘VjHW‘-cosej

sau dupd impartire cu ‘M M;|, avem

‘Vi‘-cos 0, = ‘Vj‘-cos 0;. (4.20)

Distributia de acceleratii.
Prin derivare in raport cu timpul a relatiei lui Euler de distributie a
vitezelor (4.18) se obtine:

V,=Vo+tOXTL +OXT, (4.21)
unde
Vv, =a; este acceleratia punctului M;;
Vo = @, este acceleratia originii sistemului de referingd mobil Oxyz;
w=¢ este acceleratia unghiulari a sistemului de referinti mobil Oxyz ,

deci si a rigidului care este solidar cu sistemul mobil.

Deasemeni, in privinta vectorului r, se constatd cd este definit prin

proiectiile lui pe axele unui sistem de referintd mobil (solidar cu rigidul) si prin
urmare derivata sa se calculeaza cu relatia (4.11), in forma:

ot
=—14+OXT, 4.16
3¢ 1 (4.16)

el

iar vectorul de pozitie T =x,-i+y,-j+z -k avand proiectiile pe axele
sistemului de referintd mobil Oxyz (solidar cu rigidul nedeformabil), derivatele
acestora in raport cu timpul sunt nule, ceeace face ca relatia (4.16) sa devina:

L =0XT, 4.17)
iar relatia (4.21) se transforma corespunzator in:
= a,=a, +ext, +ox(@xT) (4.22)

adica, relatia de distributie a acceleratiilor in miscarea generala a solidului rigid
sau relatia lui Rivals.

Proiectand relatia (4.22) pe axele sistemului de referintd mobil Oxyz,
pregatind in prealabil vectorii componenti, adica:
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a8, =a,-1+a;,-j+a, Kk, ag=ag, -1+ag, - j+ag, -k

ik
EXT, =g, €, €,
X Yi Z

i j k

Gx(ﬁxfi): o, o, ®,

Z;:0,—Yy;"0, X;-0, —Z; -0, ¥; -0, —X; O,

se obtin proiectiile vectorului acceleratie pe axele sistemului de referintd mobil
Oxyz, sub forma (4.23):

aix =an+Zi.8y_Yi.gz+(Dy.(Yi.(Dx_Xi.(Dy)_(DZ.(Xi.(DZ_Zi.(Dx)
=18, :a0y+xi-sz—zi-8x+coz-(zi-coy—yi-coz)—cox-(yi-cox—xi-(oy) (4.23)

a;, ZaOZ+Yi'8x_Xi'8y+C°x'(Xi'Coz_zi'mx)_(’)y'(zi'my_Yi'mz)

Apl. 4.1.

Bratul CB se roteste cu viteza unghiulara constantd in pozitia considerata
in fig. Apl-4.1, ®, = 6
rad/s, in jurul unei axe
orizontale. Tija AB este
legatd prin intermediul a
doud articulatii sferice A
si B de bratele DA si CB.
Pentru pozitia mecanis-
mului din figurd, se cere sd
se determine viteza
unghiulard o, a bratului DA
si viteza unghiulard ®, a

tijei AB.
Fig. Apl-4.1.
R:
Viteza unghiulard a bratului BC este:
®=—6- ] [rad/s]

Viteza punctului B va fi:
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Vg =0 xBC=600-1 [mmy/s]

Viteza punctului A va fi:
Vy=0, x DA =600 - i [mm/s]

®, =-0, -k =V, =50 -, ]

Formula lui Euler care leagd vitezele a doud puncte ale unui rigid aplicata
punctelor A si B ne da:

V, =V +®xBA, incare BA=50-i+100-j+100-k

Inlocuind vom avea:

i j k
50-®,-j=600-1+|o, ®, O,
50 100 100

si apoi identificand obtinem sistemul:
- 6 = 0\)Ily - 0\)I'IZ
0)2 = _2 ) O)nx + 0)nz
0=2-0, -0,

Prin adunare membru cu membru rezulta:

®, =6[rad/s]. ¢

Pentru a gasi ®, avem nevoie de inca o relatia care se obtine stiind cd ®,
este perpendicular pe BA.
Rezulta o, - BA =0; adica:

50 @, -i+100-0,, -j+100-0,, k=0

Aceasta relatie, impreuna cu sistemul de mai sus ne dau solutiile:
o, =-4/3 [rad/s]; o, =-8/3 [rad/s] o , =10/3 [rad/s]

ny -
adica:
_ 2

(on=§-(—2-f—4-j+5-E) [rad/s] .
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cu ‘En‘=§-\/22+42+52 =2.4/5 [rad/s] .

Apl. 4.2. Culisa B a mecanismului spatial din figura Apl-4.2 are o
miscare rectilinie,
cu viteza
constantd  de-a
lungul axei Ox,
vg = 4 m/s. In
momentul
considerat
distanta OB = 0,3
m, iar A’A = 0,2
m. Sa se
determine viteza
culisei A, care se
miscd pe O
directie paralelad
cu axa Oy, in
pozitia din figura.

Fig. Apl-4.2.

R: Distanta AB fiind constantd, avem:

A(0;y,; 0,6) $i B(xg; 0;0);  AB® =xj +y3 +0,6° =L’5.

Derivam relatia in raport cu timpul si obtinem:

2:XgXg+2:-y,-ys+0=0.

In momentul considerat cunoastem ca:

Xg=03m; vp =Xz =4m/s; y, =0,2m; y, =v,.

Obtinem: 4-0,3+0,2-v, =0
Deci: v,=-6m/s sau v, =—6-j [m/s] ¢
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4.2. Miscari particulare ale solidului rigid

Pentru aceste miscari particulare ale solidului rigid ne propunem sa
stabilim:

e definitia miscarii;

e pozitia solidului rigid;

e traiectoria unui punct P, ;

e viteza si acceleratia punctului P,.

4.2.1. Miscarea de translatie

Definitie: Un solid rigid executd o miscare de translatie daca o dreapta
solidara cu el ramane in tot timpul miscarii paraleld cu ea nsdsi sau cu o dreapta
fixa din spatiu.

Exemple:
miscarea pisto-
nului in cilindrul
unui  motor cu
ardere interna;
miscarea bielei de
legatura a unei

locomotive cu
abur atunci cand
aceasta se

deplaseazd pe un
drum drept (fig.
4.3,a); miscarea
scaunului unui
scranciob care se
roteste intr-un plan
vertical (fig. 4.3,b)
Fig. 4.4. ete.
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Consideram solidul rigid in miscare de tran-slatie surprins la momentul
oarecare t cain fig. 4.4.

Alegerea sistemului de axe se face in conformitate cu deplasarea (axele
sistemului mobil Oxyz, solidar cu rigidul, rdiman tot timpul miscarii paralele cu
cele ale sistemului fix O,x,y,z,), adicd trebuie sd avem relatiile:

i=i =const; j=j, =const; k=Xk, =const. (4.24)

Din cele patru functii vectorile de timp (4.1) cu ajutorul cdrora s-a
determinat pozitia rigidului in cazul celei mai generale miscari a solidului rigid,
mai rdmane doar una in cazul miscdrii de translatie, pentru a cunoaste in
totalitate pozitia rigidului la orice moment in timp, adica:

Lo =Tio(t). (4.25)

Deci, in miscarea de translatie solidul rigid are 3 grade de libertate, sunt
necesari 3 parametrii scalari de pozitie si anume proiectiile pe axele sistemului
fix ale vectorului de pozifie T1,, al originii sistemului de referintda mobil in

raport cu cel fix.

Traiectoria [Ci] a punctului P;.
Din schita putem scrie relatia ce leagd cei trei vectori de pozitie:
L; =l +1. (4.26)

Proiectand relatia (4.26) pe axele sistemului de coordonate fix O,x,y,z,,
obtinem ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului P, de forma (4.27):

X =X T X
Yi=Yio 1Y (4.27)

Z,;, =217

Traiectoria [C,] punctului P, este paraleld cu traiectoria [C,] a originii
O a sistemului mobil si identicd cu aceasta ca forma (x;, y,, z, sunt constante).

Viteza v, si acceleratia a, ale punctului P;.
Derivam in raport cu timpul relatia (4.26):

d — — — = = =
a[rli =T+t ri] = I =Thp +1, (4.28)
unde: I, =V, - esteviteza punctului P;;
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T, =V, - este viteza originii sistemului de referintd mobil O;

.o : : e :
T, = a1 + o xT1; - este derivata vectorului de pozitie T, al punctului
P,, vector dat prin proiectii constante in sistemul de referintd mobil, ceeace face
ca derivata relativa (locald) sa fie nula.
Din relatiile (4.8), avand in vedere si relatiile (4.24), se obtine:
ij=

T

—.l

0,
0,
0.

e e &

z
X
y

.i:

~

w,,
., =
(Dy,

Deci viteza unghiulari (® = o, -i+ o, j+o,-k=0) este nuld si cu atat

mai mult acceleratia unghiulari (€ =® =0).
Din relatia (4.28), cu aceste observatii, rezultd relatia distributiei de viteze
in miscarea de translatie:

= .=, (4.29)

si a distributiei de acceleratii prin derivarea in raport cu timpul a relatiei (4.29):

= a,=a 4.30
0 (4.30)

i

In miscarea de translatie traiectorile punctelor solidului rigid sunt identice
si paralele intre ele, iar vitezele respectiv acceleratiile tuturor punctelor rigidului,
la un moment oarecare t, sunt egale intre ele.

4.2.2. Miscarea de rotatie cu axa fixa

Definitie: Un solid rigid executd o miscare de rotatie cu axa fixa daca cel
putin doua puncte ale sale raman pe tot timpul miscarii suprapuse cu doud
puncte fixe din spatiu.

Pentru studiul miscdrii de rotatie a unui solid rigid in jurul unei axe fixe,
alegem doua sisteme de referintd, unul fix O,x,y,z, si altul mobil Oxyz astfel
incat acestea sa aibd originea comund O, =0O si axa de rotatie confundata cu

0,z, =0z.
Sistemele de referinta fiind alese astfel si miscarea avand particularitatile

specificate, cele patru functii vectoriale necesare studiului miscarii rigidului
(4.1), se transformd in mod corespunzator:
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=co0s0-1, +sin0-j,

0:0’

—sin0-1, +cos0-j,

=k, = const.
(4.31)

L
i
]
k

Deci, pozifia
solidului  rigid 1in
miscarea de rotatie cu

axa fixa este
determinatd de un
singur parametru
scalar si anume
unghiul 0=0(t),
ceeace indicd un
singur grad de

libertate al rigidului.

Fig. 4.5,

Traiectoria [Ci] a punctului P;.
Din schitd, prin modul de alegere a sistemelor de axe, avem:
(4.32)

L, =T

i i

care proiectatd pe axele sistemului fix de coordonate O,x,y,z, conduce la
ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului P;:

X,; =X, -cosO—y, -sino,
Yy, =X,-sin0+y, -cos0O, (4.33)

Z,=72,.

Eliminand parametrul © obtinem din ecuatiile parametrice (4.33),
ecuatia traiectoriei:

X112 + Y1i2 = Xi2 + yi2 = d-z, (4.34)

1

ecuatia unui cerc cu razd d; si centru pe axa de rotatie. Deci traiectorile tuturor
punctelor rigidului sunt cercuri plasate in plane perpendiculare pe axa de rotatie
de razd d.
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Distributia de viteze si acceleratii
Prin derivare in raport cu timpul a relatiei (4.32) se obtine:

T, =T, (4.35)

unde T; =V,, este viteza punctului P;;
T,
ot

T =

+OXT, =®xT, este derivata unui vector dat prin proiectii pe

or

=(0 deoarece |r.|=const.
t

1

axele unui sistem de referintd mobil (Oxyz), cu

s1 deci vectorul de pozifie r, variaza numai in directie.

Cu aceste observatii relatia distributiei de viteze in miscarea de rotatie cu
axa fixa este:

V. = OXT.. (4.36)
Derivam in raport cu timpul relatiile (4.31):
i:é-(—sine-f1 +cos9-}1): 0-j,
j=9'(—0089°;l—Sine‘jl):—e'i (4.37)
k=0
Din relatiile (4.8), avand in vedere si relatiile (4.37), se obtine:
® =jk=-k j=0,
o, =k-1=0, (4.38)
©,=i-j=0-j-j=0,
respectiv. ® = 0-k=w-k, (4.39)

ceea ce aratd ca vectorul vitezd unghiulard ® este dirijat dupa directia axei de
rotatie.

Exprimam, cu ajutorul determinantilor relatia distributiei de viteze (4.36)
in miscarea de rotatie cu axa fixa si obtinem:

ViIVix'1+Viy-J+ViZ-k=

i (4.40)

:(_@'Yi)'i"'((’)'xi)'l-

O .l
g =

:6){

lon ]

i

i
=0
X;

N

Y Z;

Proiectand relatia (4.40) pe axele sistemului de referinta mobil Oxyz

obtinem proiectiile vectorului viteza pe axele acestui sistem, adica:
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Vv
v, =X, (4.41)
Vv

modulul ‘Vi‘ = v+ Viy2 —o-x +y, =w-d,. (4.42)

Derivand 1n raport cu timpul relatia (4.36) se obtine expresia distributiei
de acceleratii in miscarea de rotatie cu axa fixa:

V.=OXL +OXT,,

unde: v, =a,, este acceleratia punctului P;;
- Or  __

5 +OXIE = OXT;;
t

w=g=0-k=¢-k, este vectorul acceleratie unghiulard a
sistemului de referintd mobil solidar cu solidul rigid, evident si a rigidului, care
are directia axei de rotatie.

e

—-

= 3, =ext +ox(OxE). (4.43)

Exprimam, cu ajutorul determinantilor relatia distributiei de acceleratii
(4.43) in miscarea de rotatie cu axa fixa si obtinem:

a,=a,-i+a,-j+ta, k=gxj +ox(®xT)=

1

ijk i i k
=0 0 ¢|+| O 0 o,
X; iz Fo-X ©y; 0

Proiectand relatia (4.44) pe axele sistemului mobil Oxyz obtinem
proiectiile vectorului acceleratie pe axele sistemului mobil:

Ay :_S'Yi_c‘)z'xi
2
a, =€ X, —0 Yy, (4.45)

aiz :O

respectiv modulul acceleratiei:
al= \/82 '(Xi2 + Yi2)+ o' '(Xiz + Yiz): d; Ve' +o° (4.46)
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Relatiile (4.41) si (4.45) aratd ca vectorul vitezd si vectorul acceleratie
sunt continuti in plane perpendiculare pe axa de rotatie (componentele lor pe axa
Oz sunt nule). Dacd exprimdm vectorul acceleratie intr-un sistem de coordonate

intrinseci, atunci componentele lui vor fi:

a) b)
Fig. 4.6.

. atzi(({)-di):g dl’
a =v, dt

D) 2
<aV:V—, lar pentru p=d; avem <aV=M=(D2'dp

p d;
aﬁ:()’ aB:O.

In modul acceleratia este:
_ 2 2 /
‘a‘zw/at +a,” =d, Vel +ro’.

Unghiul dintre vectorul acceleratie si componenta normald este (fig.
4.6,b):
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tg(e)=—*=——"=—. (4.47)

Proprietdtile distributiei de viteze si de acceleratii in miscarea de rotatie
cu axd fixa (fig. 4.6):

a) Vitezele si acceleratiile punctelor solidului rigid apartinand axei de
rotatie sunt nule.

b) Vitezele si acceleratiile punctelor solidului rigid sunt continute in
plane perpendiculare pe axa de rotatie (v,=0, a,=0).

c) Toate punctele solidului rigid apartinand unei drepte (A) paraleld
cu axa de rotatie au aceleasi viteze si aceleasi acceleratii.

d) Vitezele si acceleratiile punctelor solidului rigid plasate pe o
dreapta (AI) perpendiculard pe axa de rotatie au variatie liniard in

raport cu pozitia lor pe aceastd dreapta fatd de axa de rotatie.

Apl. 4.3.

Se considerda troliul din figura Apl-4.3, utilizat pentru ridicarea unei
greutdti. Conside-rand cd motorul electric are la pornire o miscare uniform
acceleratd, iar la oprire o miscare uniform incetinitd, avand timpii de accelerare
si decelerare egali t, = t, = 8 s, sa se determine:

a) raportul de transmisie de la motor la tamburul troliului;

b) viteza unghiulara de regim a tamburului;
C) acceleratia unghiulara a tamburului la oprirea si pornirea motorului;

d) timpul
necesar pentru
ridicarea

greutdtiic. M la
indlfimea h = 18
m, dacd motorul

porneste din
repaus s se
opreste la
capatul cursei h.
= Se
®© cunosc: z;, = 20,
& z, =80 sl z; =

2 inceputuri;
Fig. Apl-4.3.

z,=30; D =200 mm ; turatia de regim n, = 3000 rot/min.
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R:
a) Raportul total de transmitere este:
z, . z4 80 30

1y =1pp "1y "1y =—- = l-—=60 .
ot — 112 "123 "134 2, 2, 20 5

b) Viteza unghiulard o, este:

o, =50 000100 251 i iy =2 =60
30 30 ©,
:>(o4=&=100'n=5,23 [s'l]. .
60 60
c) o, = g,t, de unde:
e, =%= 5’53 0,654 [s]. .

d) In perioada de accelerare greutatea M va parcurge o distanti S, = 6,-R.

t* 0,654 64
2

t,=8s; =1 ~20,93 [rad]

S,=20,93-0,1=2,093 [m].

In perioada de incetinire pana la oprire t; = 8 s, S; = 0,-R , unde:

2 2
0, =0, t— 84; . 84; — S, =2,093 [m]

In perioada a doua miscarea este uniforma t, =S, /v,;

S,=h—(S,+8S,); =8S,=18-4,186= 13,814 [m];
v,=0,R=523-0,1=0,523 [m/s].

S, 13814

obtinem: t, =—2% = =26,413|s
t v, 0523 J
Timpul total:
to =t Tt tt;=8+26,413 +8=42413 [s]. ¢
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L

s

Fig. Apl-4.4

Fio. Apl-4.5

Apl. 4.4.
La momentul
considerat,
0 =50° (fig. Apl-
4.4), ghidajul cu
canal orizontal urca
cu acceleratia
a=3 [m/sQ] si
viteza v=2[m/s].
Sa se determine
viteza si acceleratia
unghiulare ale tijei
AB, la momentul
considerat in figura.

Raspuns:
o =8,703 [rad /s];

£ =50,497 |rad /s |

Apl. 4.5
La momentul indi-
cat in figura A7-21,

0=60° si bara AB

are deceleratia

a=4 [m / sz] si
viteza
v=2_8 [m / s].
Lungimile
barelor sunt:
Lgc=Lep =
=300[mm]

Sa se
determine
viteza
unghiulard  si
acceleratia
unghiulard ale
bare1 CD Ia
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momentul considerat.

Raspuns:
w=-15,4rad/s]e=-129,16 [rad/sZ].

Apl 4.6

Blocul § este ridicat hidraulic astfel ca rola A se deplaseaza cétre stiftul
(articulatia cilin-dricd) B (fig. Apl-4.6). Daca A se apropie de B cu viteza
v=>5[m/s], sa  se

determine  viteza de
ridicare a platformei in
functie de unghiul 0.
Fiecare bard este
articulata  cilindric la
mijloc (in C) cat si in
capete iar lungimile lor
sunt:

Lgp =L =1,2[m].

platforma

<G
\/ Rispuns:
=5[m/s]

- ——

Vplatforma

Fio. Apl-4.6

4.2.3. Miscarea plan-paralela

4.2.3.1. Definitia miscarii, Pozitia solidului rigid

Definitie: Un solid rigid executd miscare plan-paraleld daca un plan
solidar cu acesta (planul ) rdmane in tot timpul miscarii in contact (suprapus)
cu un alt plan fix in spatiu (planul ;) numit planul director (fig. 4.7).

Considerdm solidul rigid din fig. 4.7 ce executd miscare plan-paralela.
Cunoscand miscarea acestuia in raport cu un sistem de referintd fix sa se
determine traiectoria, viteza si acceleratia unui punct P, al solidului rigid.
Alegem doua sisteme de referintd, unul fix O,x,y,z, siunul mobil Oxyz, astfel
incat planul fix x,0,y, sd fie comun cu planul director =,, iar planul mobil
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xOy sd fie comun cu planul 7 solidar cu rigidul, ceea ce inseamna ca in tot
timpul miscarii aceste plane vor fi suprapuse continuu.

z (A)

Fig. 4.7,
Cu o astfel de alegere, in tot timpul miscarii, originea O a sistemului
mobil rdmane in planul director x,0,y, iaraxa Oz ramane perpendiculard pe

planul director, adica aceastd axa are directie fixa.

Deci miscarea solidului rigid si a sistemului mobil este cunoscutd daca se
cunoaste functia de timp T,, =T, (t) - vectorul de pozitie a originii sistemului
mobil in raport cu cel fix si unghiul de rotatie 0 =6(t) dintre axa Ox si Ox,
(egal cu cel dintre Oy si O,y,). Miscarea originii sistemului de referintd mobil
facandu-se in planul director, rezultd cd pozifia sa este determinatd la orice
moment numai de doi parametri scalari (x,5(t) si y,o(t)) si impreund cu
unghiul de rotatie (0 = O(t)) determina 1n totalitate pozitia, adicd solidul rigid in
migcarea plan-paraleld are trei grade de libertate.

Acesti trei parametri scalari de pozitie sunt pusi in evidentd prin relatiile:

Tio =Tio(t)=X10(t) 1 +yi0(t)- j+0-k (4.48)
i=i(t)=cos0-i, +sin0- j,
j=j(t)=—sin®-i, +cos0-], (4.49)

~l =

=k, = const.
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4.2.3.2. Traiectoria punctului P,

Alegerea punctului P, ce apartine rigidului, exclude apartenenta sa la
planul director, fapt care permite scrierea relatiei:
L, =T +1, (4.50)

L, =Xy '11 TYi '31 TZy 'Ela
unde To = X0 1 + Yio *Ji» (4.51)
I =X, -f+yi -]+zi k.
Proiectam relatia (4.50), utilizand si relatiile (4.51), pe axele sistemului de
referinta fix si obfinem:
X;; = X0 +X;-c0s0—y, -sin0
Y =Y0 +X;-sIn0+y,-cosO (4.52)

Z,; =z, = const.
Relatiile (4.52) reprezintd ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului

P.. Aceste relatii indicd faptul cd traiectoriile sunt situate in plane paralele cu
planul director (z,; =z, =const.) si cd punctele apartinand dreptelor

perpendiculare pe planul director (A L m,) au traiectorii identice.

4.2.3.3. Distributia de viteze si acceleratii

Vectorii vitezd unghiulard ® si acceleratie unghiulara € au aceleasi
expresii ca si Tn cazul miscdrii de rotatie cu axa fixd, adica:

o=0-k=0-k si g=e-k=0-k (4.53)

deoarece din relatiile (4.8) de la capitolul 4.1, particularizind (E =0) avem:

Derivam in raport cu timpul relatia (4.50):

d —_ —_ p— -~ = =
[rn :r10+ri] — I =L+

1

dt

unde
L; =V, - este viteza punctului P;;

T, =V, - este viteza originii sistemului de referingd mobil O;
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or

i
ot
P,, vector dat prin proiectii in sistem de referintd mobil, care sunt constante, fapt
pentru care, derivatele acestora in raport cu timpul sunt nule, ceeace face
cat =®mXT,.

I =—+®xT, - este derivata vectorului de pozitie T, al punctului

Rezulta astfel relatia distributiei de viteze in miscarea plan-paralela:

V., =Vo + OXF. (4.54)

Exprimam vectorii din componenta relatiei (4.54), in functie de proiectiile
lor pe axele sistemului de referintda mobil si apoi proiectdm relatia pe axele
acestui sistem de referintd, astfel:

Vi = Vi 'i—l_viy j+v,, -k,

Vo =Vox "1+ Vg, ],

WXT; =(D-E><(Xi -;—kyi -3+Zi -E):—w-yi 'i+(’)°xi 3

= Vi, = Vo, TX-0 (4.55)

Relatiile (4.55) aratd cd toate punctele care aparfin unei drepte (A),
perpendiculard pe planul director, au aceeasi vitezd (v,, =0).

In general, in miscarea plan paraleld existi puncte de viteza nuli, care
apartin unei drepte perpendiculard pe planul director, de ecuatie rezultatd din
relatia (4.55) prin anularea proiectiilor vectorului viteza v, si v,, adica:

iy
{O =Vox 7Yi" @

4.56
0=vy +X,-0 (4-56)

Dreapta rezultatd din intersectia planelor (4.56), inteapa planul director
intr-un punct notat I, numit CIR (centrul instantaneu de rotatie), ale cdrui
coordonate se obtin din (4.56) introducand notatiile § si n:

__Yoy
s 0
(4.57)
\Y%
n — Ox
0)

Aceste relatii sunt ecuatiile rostogolitoarei (centroidei mobile) care este
locul geometric al CIR-ului inregistrat in planul xOy al sistemului de referinta
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mobil. Locul geometric al CIR-ului in planul x,0,y, al sistemului de referinta
fix este numit bazd (centroidd fixad).

Distributia de viteze in miscarea plan paralela datd de relatia (4.54) poate
fi identificatd cu distributia de viteze din miscarea de rotatie cu axa fixa, ca si
cand planul solidar cu rigidul s-ar roti in jurul CIR-ului cu viteza unghiulard o
in raport cu planul director.

Pentru demonstratie, notdm cu p, vectorul de pozitie al CIR-ului 1 fatd

de O si scriem relatia distributiei de viteze (4.54) pentru punctele I s1 P, ale
rigidului, continute in planul director (fig. 4.8):

Vi =Vo+0OXP, V, =V + OXT;,

apoi facem diferenta acestor relatii si obtinem

Vi~V =0x(E -p) (4.58)

1

Avem 1in vedere
cd v;=0 si facem
notafia T —py =P
care reprezinta
vectorul de pozitie al
punctului P, fatd de
centrul instantaneu 1.

Introducand
acestea 1n (4.58),
obtinem:

V,=0oxp; (4.59)

Relatia (4.59)
aratd ca vitezele sunt
distribuite in jurul lui
I ca si cum solidul ar
executa rotatie in
jurul acestui punct,
fapt ce  permite
determinarea pozitiei
Fig. 4.8. centrului instantaneu
de rotatie prin

constructie grafica.

Deoarece Vv, =w@xp;, rezultd cd Vv, este ortogonal cu p;,. Asa ca dacd
se cunosc traiectoriile a doud puncte A si B si pozitiile lor la un moment
oarecare t, se determind CIR-ul la intersectia normalelor principale, deci
perpendiculare pe vitezele celor doud puncte (fig. 4.9,a).
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Fig. 4.9.

In cazul in care normalele coincid (fig.
4.9,b), este necesar sa se cunoascd si
marimile vitezelor, pentru a putea determina
pozitia CIR-ului.

Dacd normalele sunt paralele (fig. 4.9,¢),
centrul instantaneu de rotatie este aruncat la
infinit, viteza unghiularad este nuld, vitezele
tuturor punctelor rigidului sunt egale intre
ele iar despre rigid spunem ca, pentru acel
moment, distributia de viteze este identica
Fig-4.9, ¢) cu una de miscare de translatie.

Aplicatie: centroidele
Sa se determine ecuatiile bazei si rostogolitoarei pentru mecanismul din
figura 4.10 constituit din tija AB, de lungime /¢, articulatd cu cele doud capete
la doud culise A si B care se miscd in lungul a doud tije fixe, verticald
respectiv orizontala.
Centroida fixd (baza). Ecuatia acestui loc geometric se stabileste dupa
ce in prealabil stabilim ecuatiile parametrice:

{E)l = K " COS (Pa

. (4.60)
N, =£-sing.

Se elimind parametrul ¢ prin ridicarea la pétrat si adunarea relatiilor
(4.60), adica:

g+ =107, (4.61)
astfel cd s-a obfinut ecuatia bazei, care este ecuatia unui cerc de raza ¢ cu
centrul in O, (originea sistemului de referinta fix).

Centroida mobila (rostogolitoarea). $i ecuatia acestui loc geometric se
stabileste, dupa ce in prealabil stabilim ecuatiile parametrice:
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= . = g . 2 5
£=¢, Cf)stp cos <p. 4.62)
T]:F:] -51n(p:£-coscp-s1n(p.
Y1
y
B
baza
~ > ET
PN \\fn)
' 1 ;
2 “ [0} o )
¢ 4 .
1 | N\ -7 !
|
|
I o
| o
() X1
0,
X
NN\

Fig. 4.10

Se elimind parametrul ¢ prin ridicarea la pdtrat a relatiei (4.62,) si
inlocuirea, din relatia (4.62,), a functiei cos” ¢, adici:

2o 518
n =4 g(l gj,

care prin ordonare si aplicare unui artificiu simplu, se transforma in:

/ 2 , / 2
(&—Ej +M _(Ej , (4.63)

astfel ca s-a obtinut ecuatia rostogolitoarei, care este un cerc de razd /¢/2 cu
centrul plasat in mijlocul tijei AB.
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Pentru obtinerea distributiei de acceleratii se procedeazd la derivarea in
raport cu timpul a relatiei (4.54) si obtinem:
V, =V, +OXL+® T,
unde: v, =a, - este acceleratia punctului P;;

<

, =a, - este acceleratia originii sistemului de referintd mobil O;

®=¢ - este acceleratia unghiulari a sistemului de referinti mobil,
deci si a solidului rigid;

ﬁ:%+6xfi - este derivata vectorului de pozitie 1; al punctului P;,

vector dat prin proiectii in sistem de referintd mobil;
Deci, distributia de acceleratii In miscarea plan-paralelda este datd de
relatia:

= a =a,+exT, +6><(6><f.). (4.64)

Exprimdam vectorii din componenta relatiei (4.64), in functie de proiectiile
lor pe axele sistemului de referintda mobil si apoi proiectam relatia pe axele
acestui sistem de referintd, astfel:

a, =a, -f+aiy -j+aiZ -E,
a, =ag, -i+aoy 3,
EXT, = z—:-Ex(xi ity jtz, -E): —&-y, rit+e-X, -],

Ex(ﬁxfi):m-ﬁx(—m-yi i+ o-x, ]): —0 X, i—® Y, .
Proiectiile pe axele sistemului de referintd mobil sunt:
2
A Ao, Y ETX O
a, =a, +X,-6—y, 0" (4.65)
aiz = O
Observam ca si vectorul acceleratie a, apartine unui plan paralel cu
planul director (proiectia pe axa Oz este nuld).
Deci este suficient sd determindm madrimile cinematice pentru punctele

plasate in planul director, si apoi sa le atribuim si punctelor situate pe dreaptele
perpendiculare pe planul director in punctele respective.

Apl 4.7.

Barele B, si B, din figura Apl-4.7 sunt articulate cilindric in punctele O
respectiv. O’ la pardoseald (sistemul fix). Bara B, este deasemeni articulata
cilindric la ghidajul G, in punctul A. Capatul superior al barei B, este articulat
cilindric la o rold care se miscd liber in ghidajul G. Vitezele unghiulare ale
barelor B, si B, sunt constante si au marimile si sensurile indicate 1n figura. Sa
se determine viteza stiftului S in ghidajul G' si viteza unghiulard a ghidajului
G la momentul considerat in figura.
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Rezolvare:
Determinarea vitezelor

Oy, = 0,4[rad/s] 24\l

\

7\

Fig. Apl-4.7

Din miscarile de rotatie ale barelor

punctelor S (viteza absolutd) si A astfel:
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Vg =0,-08=0,2-0,5=0,1[m/s],

/
,,,,, “ // 8
VA /
‘\,,A;{\:\ 24
0 /
P 7 X
Ve /
S;
A
s VsA
~
15 I,"?\\Z
/ :'“"‘: >.
—TI
'Vq!
U e VSE
! Directia vitezei Vg i
______________________ - 3
Fig. Apl-4.7.b

B

N

Fig. Apl-4.7.a

si B, se determind vitezele

Vy=0,-0'A=
=0,4-0,2=0,08[m/s]

Viteza absoluta (Vg = Vg)
a punctului S ce executd
migcare relativd (Vg) in canalul
ghidajului G

transport (Vg) impreund cu

si miscare de

ghidajul se poate exprima astfel:

Ve=Vg=Vs+Vs (1)

Viteza de transport (V) a

punctului S, solidar cu
ghidajului G care face miscare
plan paraleld, poate fi exprimata
astfel:
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Vs =Va +Vs, 2

Introducand (2) in (1) obtinem:

Vg = Vyu +VtSA+V§ (3)
10S 10'A lAS |As

Reprezentam grafic ecuatia vectoriald (3), fig. Apl-4.7.b, apoi o proiectim
pe axele sistemului de referintd xOy si obtinem:

V E_V .%_Vt .§+VT.E.
S5 A5 Ry g
4 7 . 15 .8

_VS.§:VA.E—VSA.E_VS.ﬁ

15

Inlocuim marimile vitezelor punctelor S si A cu valorile calculate mai sus
(vg =0,1[m/s], v, =0,08[m/s]) si apoi determinim marimile necunoscute ale

vitezelor (vg) si(vg, ), astfel:

0,1-220,08°%—V;A -£+V§ 15

5 25 17 17
—O,l-i:O,OS-l—V;A .E_V; 8
S 25 17 17

= v§=0,0333647[m/s]

= vi, =0,0982588[m/s].

Viteza unghiulara a ghidajului G'este:

viy  0,0982588
w. = =
“ AS 0,2295

=0,428 [rad/s] ,

in care AS s-a determinat astfel (fig. Apl-4.7.a):
OS:-sin 0 =0’A-sin 8’ + AS- sin y si

AS=;-(OS-sin9—O'A-sin6'):L-(O,S-E—O,Zﬁ)
sin 'y 8/17 5 25
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= AS=0,2295[m].

Determinarea acceleratiilor

Din miscarile de rotatie ale
barelor B, si B, se determind
acceleratiile punctelor S
(acceleratia absoluta) si A, astfel
(fig. Apl-4.7.c):

ag =y, -0S=

=0,2°-0,5=0,02m/s’

Fig. Apl-4.7.c )
a, =0y, 0'A=

=0,4"-0,2=0,032m/s’

Pentru punctul (stiftul) S, in
migcare relativd in canalul practicat
in ghidajul G, relatia vectoriald
intre acceleratiile: absoluta,
relativd, de transport si Corriolis,
este:

=~ _ ~a _ =t =T =C s
ag =ag =agtagtag (1)
los [sa 1sa
Exprimam acceleratia de

transport(ag) a punctului S solidar

cu ghidajul & care face miscare
plan paraleld, in functie de

Y acceleratia punctului A(fig. Apl-
4.7.c):
Fig. Apl-4.7.d a.=3a,+a’ +a" (2°)

Inlocuim (2°) in (1°) si obtinem:

= _ = —tv —tt = —C )
35 =8y +aAga + A+ A+ Ay 3"

0s oA TJsa I1SA [sA Isa

incare a, =0,032 [m/sz]
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2%, = wf - AS=0,4287 -0,2295 = 0,0420407 |m /s’ |
al =20y x V.

al =20, v, =2-0,428-0,0333647 = 0,02856 |m /s’
ag =0,02 [m/sz]
Reprezentam grafic ecuatia vectoriala (3°), fig. Apl-4.7.d, apoi o
proiectdm pe axele sistemului de referintd xOy si obtinem:
{— a,-cosO=a, -cosO'+a_ -cosy—a siny—a,-cosy+ag-siny

tv

. _ . ] . 1T T b C
—a,-sin@=-a, -sin@'-a;, -siny—ag -cosy+a_-siny+a;-cosy

20,02-2 200324004222 _ar . 80 15 000856. 2
5 25 17 17 17 17

—0,02-22-0,032. 22 _0042- 3 _ar 100 B 000856. 22
5 25 17 17 1 17

= a;:%-1,23816:0,0728[m/sz] .

= al, =0,02385 |m/s? | ¢

Acceleratia unghiulara a ghidajului G*

a  0,02385
SG = =
SA  0,2295

~1,0392157|rad /5?] .

Apl 4.8.

Cilindrul C din figura Apl-4.8 se rostogoleste pe o suprafata circulara de
razd R=0,6 m. Cand cilindrul se afla in cel mai de jos punct al suprafetei
cilindrice (circulare in sectiune), viteza si acceleratia unghiulare sunt
oc =0,2[rad/s] respectiv & = 0,02 [rad/ sz]. Bara AS este atasatd de cilindrul

C in A, printr-o articulatie cilindrica si de culisa care aluneca in canalul din
manivela M, prin stiftul S. Viteza unghiulara, constantd, a manivelei M este
oy =0,3[rad/s]. Sa se determine viteza stiftului S si viteza unghiulari a barei

AS', pentru pozitia mecanismului reprezentatd in figura.
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(nc =0,2[rad/s]
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Fig. Apl-4.8.a

Fig. Apl-4.8

1

ro

Rezolvare:

Determinarea vitezelor

Miscdrile elementelor din
componenta mecanismului:
cilindrul C - miscare plan
paraleld cu C.I.LR-ul in I (punctul
de contact cu suptafata cilindrica
(circulard in sectiune) fixd ; bara
AS - miscare plan paraleld si
manivela M - rotatie cu axa
fixa in jurul articulatiei cilindrice
fixe O.

Viteza punctului A ce
apartine cilindrului C este:

v, =0-1A=0,2-,/0,2* + 0,3’ =
=0,072111[m/s]

Viteza punctului S 1n
functie de viteza lui A, ce apartin
barei AS', este:
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Vg =Vt Vga . (1)

Viteza absoluta a punctului S, ce apartine manivelei M, este:

Vg = Vg + Vg, (2)
(abs)

10S LOS

in care:
Vg, = My -0S=03-0,4=0,12[m/s],

deoarece traiectoria de transport este cerc cu centrul in O si razd OS (traiectoria
relativd este rectilinie Tn lungul canalului practicat in manivela).

Din (1) s1(2), obtinem:
Vat Vsa = Vst Vg, s
LAl LAS Tog 10S

care proiectatd pe axele sistemului din figura Apl-4.8.a, conduce la sistemul de
mai jos:

—V, COSOL+ Vg, -SINP =vg,

b

V, -SINOL— Vg, - COSP =—vg,

1 :
:>VSA=—'(VA-SIIIOL+VSt)=
COs

b

-(0,072-0,555+0,12)=0,2 [m/s]

IRV}

= Vg, = Vg, -SINB—V, -cosal :0,2%—0,072-0,832 =0,06[m/s].

Deci, viteza absolutd a stiftului S (vg) rezultd din compunerea vitezelor
de transport (v, ) si relativa (vg, ), care sunt perpendiculare intre ele, astfel ca:

Vs =/(vse ]+ (vs: P =(0.12) +(0,06)" =0.,134164[m /5], ¢

(abs)

iar viteza unghiulard a barei AS este:
vgy 0,2
W, =—2=—"—=04|rad/s ¢
TAS 05 rad/s}

5
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Determinarea acceleratiilor
Pentru determinarea pozitiei centrului instantaneu al acceleratiilor

Fig. Apl-4.8.b

(punctul de acceleratie nuld J) al cilindrului € in miscare plan paraleld, este
necesar sd cunoastem, pe langd datele initiale viteza unghiulard . =0,2 [rad/ s]

s1 acceleratia unghiulard €. = 0,02 [rad/ sz], si acceleratia unui punct din planul

director.
Punctul cdruia putem sa-1 determindm acceleratia, numai cu aceste date
initiale este chiar centrul instantaneu de rotatie I (fig. Apl-4.8.b).
Determindm mai intii viteza centrului C al cilindrului (0 reprezinta pozitia
unghiulari acilindrului; 6 = . - viteza unghiulard si 6 =@, =¢. - acceleratia
unghiulard, ale cilindrului) astfel:

Vo=V, +Vq=0+0-1C-T=0-1-7,

care derivata in raport cu timpul da vectorul acceleratie al punctului C:
EC :\;]C :e'r'f_"e'r'?’

in care:
?:%:EZE.EZL.V.g: 1 V(re)’ s=r-0
dt ds dt p R-r
= a=001+"Y yorw 3)

R-r
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Acceleratia centrului instantaneu de rotatie I, in functie de acceleratia
centrului C al cilindrului, este:

= = =V =T
aj=act+a;ctag, (4)
jic 11C

in care:
()

Inlocuim relatiile (3) si (5) in (4) si obtinem:

= a_lz(é-r)-f+(;.?): -V+(62 -r)-V+(—é-r)-T=

r

=0%.r-(1+ ) v=0%r-1+1)-v=(2-6*-1)-v,

—r
in care s-a inlocuit si R=2-r.
Modulul acceleratiei centrului instantaneu de rotatie I, este:
@)=2-6°r=2-0>r=2-(02)-03=0,024|m/s’]
In continuare determinim pozitia punctului de acceleratie nuld (CIA — J)

de pe disc si acceleratia punctului
A (fig. Apl-4.8.c), astfel:
e 06 002 1

T TE T (02) 2

= =26,56505° =

=26° 33' 54"
e & __ 0024
Jet o' 40,022 +0,2*
=0,536656 [m]

a, =JA-Ve’ +0°,

Fig. Apl-4.8.c o= arctg(%} =33,69°

b
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IA =CA® +CI> =4/0,2 +0,3" =0,360555 [m]

JA =1 +1A% —2.1J-TA - cos(@ + o1) =

=/0,537% +0,361> 20,537 0,361 c0s60,25° = 0,47571 [m]

= a, =JA-& + 0 =0,47571-/(0,02)" +(0,2)’

= a,=0,02127 |m/s?].

Determinam directia acceleratiei a, :

J=JA>+IA? —2-JA-TA cosB

JA? +1A*-1%  0,47571% +0,361° - 0,536656°

=cos P A

cos B=0,198717.

b

2-0,47571-0,361

= B=78,54" si LCAJ=(a+p)-90°=15103".

Deci, directia acceleratiei a, fatd de orizontald este cunoscutd (fig. Apl-
4.8.c), adica: ZCAJ+@=15,103° +26,565° =41,668°.

Fig. Apl-4.8.d

in care a
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Acceleratia  punc-
tului A a fost determinata
din miscarea plan

 paraleli a cilindrului C.

In continuare atribuim
marimea determinata,
punctului A ce apartine
tijei AS 1n miscare plan
paralela si scriem relatia
de legaturd dintre aceasta
si acceleratia punctului S,
astfel (fig. Apl-4.8.d) :

= = =V |, =1
85 =85 +A5x+ 3545 (6)
HAS 1AS

i =0 AS=(0,4)"-0,5=0,08 [m/s’].
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Pentru Semanivelei M (miscare relativd) putem scrie:

ag = §+ ag+ ag , (7)
[so [so 1so

incare al=al =w 0S=03"-04=0036m/s>|; al=2-@,xq

si 8l =20y Vs, =2-0,3-0,06=0,036|m/s? .

Din (6) s1 (7) obtinem

= =V =T =t , =1 =C
= 8, +agtagy =gt agt Ay (8)

HAS 1LAS HSO Hso 1SO

Proiectdm relatia (8) pe axele sistemului de coordonate xOy (fig. Apl-
4.8.¢) si obtinem:

g . . —r
N ‘ag y .\\_dzrec[za acc. ag |
\ LTSy e
\ L
””” ‘a,! .
—1 «,"/I\”é“ :a; !
Aga e
v
SA 41,67° ] O=p,
5/ —-- X
=t
i asl

1 4 N STy :
arctg—=53,13° | arctg§:36,87° '

S 3 . f E - _______ 4 )

Fig. Apl-4.8.¢

ag—ag=-a, -c0s41,668" —ag, -c0s36,87° —ag, -cos53,13°

ag =a, -sin41,668" —ag, -sin36,87° +ag, -sin53,13°
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. 1

> ad,, =—-
A §in53,13°

(ag —a, -sin41,668" +ag, -sin36,89%);

= al, =,; -(0,036—0,02127 -sin41,668" + 0,08 -sin36,89°) =
sin53,13°
1
= .0,0698595
sin53,13°
a, =0,0873245[m/s*]; ¢

g, = s 00873245 1o sirad /52 .
SA 0,5

s
ag=ag+a, -c0s41,668° +ag, -c0s36,87° +ag, -c0s53,13° =

=0,036+0,02127 - cos41,668° + 0,08 - c0s36,87° + 0,087 - cos 53,13°

al =0,1682836 [m/s>|. ¢

Apl 4.9.
Pentru sistemul de bare din figura Apl-4.9, la momentul considerat,

v
B Ve
S

3 &
J
e N

= A 5 ﬁ

H i “ Q‘ R - '/‘S

Fio. Apl-4.9
vitezele punctelor A si C au marimile v, =2[m/s] si v =3[m/s] iar directiile

si sensurile conform reprezentdrii. Sd se determine marimea si directia vitezei
punctului B.
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---------------- Rezolvare:
y A Culisele A si C se miscd
! Directia vitezei Vs | p, rectlhmu dupd directiile orizontala
B I ", respectiv
' Eanid B verticald, cu vitezele cunoscute ca date
s ~BC7 s initiale. Deci si capetele A si C ale
\ / .. . s .
‘i Vi tijelor AB si BC care executd miscare
A // plan paraleld, au aceleasi viteze cu
= S - culisele.
\VBA_,‘:sg\ B 0=py
) ba e /::I,’ x . . .
Ay —> Din miscarea plan paraleld a
= VAl fiecdreia dintre tijele AB s1 BC se scriu
ecuatiile vectoriale:
Fig. Apl-4.9.a - pentru punctul B (articulatie
cilindricd) ce apartine tijei AB:
VB =VatVpa (1)
oriz. LAB

- pentru punctul B (articulatie cilindricd) ce apartine tijei BC:
Vg = Ve +Vge ()
vertic. 1BC
Compardm relatiile (1) si (2), prin intermediul vectorului viteza, vy, a
punctului B si obtinem:

VatVea = Ve *Vae (3)
oriz. 1AB  vertic. 1BC

Reprezentam grafic ecuatia vectoriald (3), fig. Apl-4.9.a, apoi o proiectdm
pe axele sistemului de referintd xOy si obtinem:

5 3
_VA_VBA'B:_VBC g
12 4
BA'E—VC_VBC'g
1
= VBA:5 i 13 3-(3-VC—4-VA):—[m/s]
13 13
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: 13 5
sl Vg, =—2———=—

56 13

13 12

vy =——=0,214[m/s],

56 13

2,09 [m/s],

= V5 =-2,09-1+0,214-j[m/s] .

Apl 4.10
Manivela M din figura Apl-4.10 se roteste cu viteza unghiularad

2,5m L

A

< 0.8m>

Fig. Apl-4.10

1
N
0]

Fig. Apl-4.10.a
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constanti  ®,, =3[rad/s], in  sens

trigonometric. S se determine vitezele
unghiulare ale barelor 7, si 7, si
viteza punctului B.

Rezolvare:

Miscarile elementelor
componente sunt: manivela M si tija
T, fac, fiecare miscare de rotatie cu
axa fixd i1ar tija 7, miscare plan
paralela.

Viteza punctului A (articulatie
cilindricd) ce apartine maniveler M
este: Vv, =0y -OA=3-1=3[m/s]

Aplicam o  proprietate a
distributiei de viteze (proiectiile
vitezelor a doud puncte ale unui solid
rigid, pe directia ce le leagd, sunt egale
intre ele) si obtinem:

v, -c0s0° =vg-cosa

1 1

-V —
cosaw 1,5/1,7
¢

.3=34[m/s]

Vg =

Viteza punctului A ce apartine
tijet 7, , utilizdnd pozitia CIR-ului
determinata in fig. Apl-4.10.a, se poate
exprima si astfel:

Vy =0 -Alp,
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vV, 3

= O = = =0,64 [rad/s] , ¢

"AL 4,688

in care Aly s-a determinat astfel:

Al = (2)2 1,5=4,688 [m].

9

Din miscarea de rotatie a tijei 7}, rezultd si viteza unghiulard oy , astfel:

Fig. Apl-4.11

Rezolvare:

O = M =3’4=2[rad/s] .
* OB 17
Apl 4.11

La momentul considerat, viteza
unghiulard a barei(tijei) 7, din figura
Apl-4.11, este o; =2[rad/s], in sens
orar. Sa se determine vitezele unghiulare

ale manivelei M si barei 7,, siviteza
punctului B.

Tija 7T, (AB) executd miscare plan paraleld cu centrul instantaneu de

Fig. Apl-4.11.a

referintd xOy si obfinem:

rotatiec in O'=I1. Directiile vitezelor
capetelor A si B ale tijet 7, sunt
cunoscute  (fig. Apl-4.11.a), adica
perpendiculare  pe  manivela OA
respectiv tija O’B (fiecare facand rotatie
cu axa fixa).

Relatia vectoriald intre v, s1 Vg

este:

Vg = Vat+ Vs (1)
10B  10A | AB

dar

Vga =0 -AB=2-v1° +2° =8,246 [m/s]
Reprezentim  grafic  ecuatia

vectoriald (1), fig. Apl-4.11.b, apoi o

proiectim pe axele sistemului de
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{—VB ‘oS =—V, —Vg, -cosf

— Vg sino=-vy, -sinf}

1 . | .
Ve =—— Vg, -SINf=———-8,246-5in75,96°
® sino P sin 53,13°

= v, =10[m/s] si VA=10%—2-«/ﬁ-%=4[m/s] .

Acum putem determina vitezele unghiulare ale manivelei M si tijei 7,
din rotatiile lor in jurul axelor fixe corespunzaitoare, astfel:

v, 4
o, =—>=—=2|rad/s|; ¢
M=o =5 = 2lrad/s]
O =V—B=&=2[rad/s]. .
* OB 5
Apl. 4.12.

Placa omogend P de forma unui triunghi echilateral cu latura de 0,3 m,
aratatd in figura Apl-4.12, este articulatd cilindric la tija 7' (AO) ce se roteste in

Fig. Apl-4.12 Fig. Apl-4.12.a

jurul  punctului O, 1in sens trigonometric, cu viteza unghiulard
O] =Wop =2 [rad/ s]. Placa P este deasemenea articulatd cilindric la blocul B,
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prin stiftul B, care se misca in canalul indicat (45° fatd de orizontald). S& se
determine viteza unghiulara a placii triunghiulare P.

Rezolvare:

Miscdrile elementelor componente sunt: tija 7" face miscare de rotatie

cu axa fixd iar placa P executd miscare plan paraleld, cu C.ILR. in I (fig. Apl-
4.12.a).

Viteza punctului A (articulatie cilindricd) ce apartine tijei 7 este:

Oj =0,3[m/s].

vy=0;-0A=2-

Viteza punctului A ce apartine placii P, utilizdnd pozitia C.I.LR
determinata in fig. Apl-4.12.a, se poate exprima si astfel:

VA :Q)P 'IA,

VA 0,3

= 0p= = -
IA 0,3-c0s30°-0,3/2

=2,73 [rad/s]. ¢

Apl. 4.13

Cele patru bare din figura Apl-4.13, fiecare avand lungimea 0,4m iar doud
dintre ele vitezele unghiulare indicate in figurd, sunt conectate intre ele si la
sistemul fix prin articulatii cilindrice. Sa se determine viteza punctului C si

vitezele unghiulare ale barelor(tijelor) 7, si 7, pentru pozitia indicatd in
figura.

Rezolvare:
Pentru punctele B si D, apartindnd manivelelor M, respectiv M, in

Fig. Apl-4.13 Fig. Apl-4.13.2
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miscare de rotatie cu axa fixa in jurul punctelor A si E, putem scrie:
Vg =, -AB=3-04=12[m/s], v, =w, -ED=5-0,4=2[m/s].
Din miscarea plan paralela a fiecareia dintre tijele BC (T1) si CD (T2)
se scriu ecuatiile vectoriale:
pentru punctul C (articulatie cilindricd) ce apartine tijei BC:

(1)
1AB 1BC
- pentru punctul C (articulatie cilindricd) ce apartine tijei CD:
Ve =Vp+Vep (2)

Comparam relatiile (1) si (2), prin intermediul vectorului viteza, v, a
punctului C si obtinem:

Vg + Ve = Vpt Vep (3)
1AB 1BC 1gp lCD

Reprezentdm grafic ecuatia vectoriald (3), fig. Apl-4.13.a, apoi o
proiectdm pe axele sistemului de referintd xOy si obtinem:

4
VB Vp -z
5 4 4
3 , = VCB=§-VD=§'2=1,6[1’1’1/S]
— Vg :VD'g_VCD

= Ve =5 VotV :§-2+1,2=2,4[m/s]

Din figura Apl-4.13.a se determind marimea vitezei punctului C (v ):
Ve = \/(VB )2 +(Ves )2 = \/(132)2 + (1,6)2 =2 [m/ s? ], N

apoi vitezele unghiulare ale barelor (tijelor) 7, respectiv 7, :

\% 1,6

T, :_C(i]; :@:4[1'3(1/5], ¢
2.4

I, =—‘CI:CDD =—4=6[rad/s]. .

b
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4.a. ANALIZA CINEMATICA - SOLIDWorKks -
- COSMOSMotion

Fig. SW_4.1. Traiectoriile unor puncte ale componentelor, realizate cu ajutorul
programului SOLIDWorks - COSMOSMotion
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Fig. SW 4.2, Traiectoriile unor puncte ale componentelor, realizate cu ajutorul
programului SOLIDWorks — COSMOSMotion — reprezentate in explozie
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Fig. SW_4.3. Deplasarile componentelor realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSMotion
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realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSMotion- reprezentate in explozie
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Fig. SW_4.6. Acceleratiile liniare ale bucsei in miscarea rectilinie (proiectii pe axe si marime)
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSMotion
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Fig. SW_4.7. Acceleratiile liniare ale stiftului de pe disc in miscarea circulara(proiectii pe axe si marime),
realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSMotion
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Fig. SW_4.8. Acceleratiile liniare ale centrului de greutate de pe tija in miscarea plan-paralela(proiectii pe
axe si marime), realizate cu ajutorul programului SOLIDWorks — COSMOSMotion
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