1 NOTIUNI INTRODUCTIVEDESPRE METODA ELEMENTELOR
FINITE

1.1 Generalitati

Problema analizei numerice a diverselor probleme ingineresti nu
este una noud, ea fiind utlizatd de-a lungul secolelor pentru a
determina diferite marimi cum ar fi: aproximarea circumferintei unui
cerc prin insumarea laturilor unui poligon inscris (sau circumscris),
calcularea centrelor de greutate ale diverselor suprafete plane etc.

Aparitia si dezvoltarea calculatoarelor a avut un foarte mare
impact asupra dezvoltdri metodelor numerice pentru analiza
comportarii  structurior complexe, dar si pentru analiza diverselor
fenomene fizice (transfer de camp de cdldurd, curgeri de fluide,
campuri electromagnetice etc.).

O clasificare a metodelor de modelare numerica se poate face
din punct de vedere matematic (modelarea matematica a diverselor
probleme ale mecanicii find independentd de natura fizicd a acestor
probleme) pe trei directii principale: metoda diferentelor finite, metoda
elementelor finite si metoda elementelor de frontiera.

Metoda diferenfelor finite este una dintre cele mai vechi metode
numerice, dar este cunoscutd ca avand un randament limitat. in cadrul
acestei metode, punctul de plecare este modelul, descris diferential, al
fenomenului analizat, transformat in unul numeric prin utlizarea
aproximdrii locale a variabilelor de camp. Astfel, sistemul de ecuatii
diferentfiale valabil pentru orice punct al domeniului de analizat se
transforma intr-un sistem de ecuatii algebrice liniar, valabil numai pentru
anumite puncte ale domeniului. Punctele se obtin cu ajutorul a doud
sau trei famili de drepte paralele cu axele sistemului de referintd.
Aceastd metodd este limitatd la calculul structurilor si fenomenelor
simple.

Metoda elementelor finite are la bazd metoda matriceald a
deplascdrilor din analiza structurald. Aceastd metodd a céastigat teren
odatd cu aparitia calculatoarelor (anul 1950). Prin metoda elementelor
finite se incearcd modalitatea de a gdasi o solufie aproximativa la o
problemad prin a admite cd domeniul este divizat in subdomenii sau
elemente finite avand forme geometrice simple, iar functia
necunoscutd a variabilei de stare este definitd aproximativ pe fiecare
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element. Solutia completd este obfinutd prin combinarea formei
gradelor de libertate in asa fel incéat la jonctiunea dintre elemente (in
noduri) sa fie satisfGcute ecuatfiile de echilibru si compatibilitatea. Spre
deosebire de metoda diferentelor finite, metoda elementelor finite se
bazeazd pe aproximarea locald (pe subdomenii) a variabilelor de
camp ale gradelor de libertate. in cadrul acestei metode, ecuatile
care descriu problema avand un numar infinit de grade de libertate,
sunt transformate intr-un sistem de ecuatii cu numar finit de grade de
libertate. Astfel, metoda elementelor finite este o cale foarte
convenabild de a obfine soluti aproximative pentru aproape orice
problemd inginereascd, devenind astfel un instrument comod si
necesar in calculele de proiectare si cercetare, eliberand utilizatorul de
dificultdfile legate de geometrii neregulate, neomogenitati de material,
conditi de contur si inifiale complexe. Totodatd, aceastd metodad
permite integrarea prin calcul numeric a ecuatilor si sistemelor de
ecualii diferentiale pe un domeniu, finAnd cont de conditile la limita
sau de contur ale unei configurafii date care descrie diferite probleme
si fenomene fizice.

Metoda elementelor de frontierd, in contrast cu metoda
elementelor finite, realizeaza discretizarea structurii numai pe conturul
domeniului analizat (elemente unidimensionale pentru probleme plane
si bidimensionale pentru probleme spafiale) cu adoptarea unei variafii
a necunoscutelor in interiorul elementului. Aceastd metodd poate fi
aplicatd numai daca solutia fundamentald a ecuatiilor diferentiale este
cunoscutq. Practic, existd insd multe probleme care pot fi rezolvate cu
metoda elementelor finite si nu pot fi analizate cu metoda elementelor
de frontierd. Ca urmare, atunci cand solutia ecuatilor este gadsita
analitic, metodele numerice reprezintd un mijoc alternativ de a gasi o
solutie si a o verifica pe cea determinatd analitic.

Aceste ultime doud metode s-au impus datoritd formularilor
simple, a caracterului de generalitate si capacitdfii de a se adapta cu
modificari minime la analizarea diverselor probleme complexe.

1.2 Concepte in formularea metodei elementelor
finite

Metoda elementelor finite este o metodd numerica utilizata la
rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale care modeleaza sisteme fizice
cu un numdr infinit de grade de libertate. in urma aplicdrii metodei
elementelor finite, aceste ecuatii cu derivate partiale sunt reduse la
sisteme de ecuatii algebrice, adicd la un sistem discret cu un numar finit
de grade de libertate.



Metoda elementelor finite este o generalizare a metodelor
variationale clasice (Rayleigh-Ritz) si a reziduului ponderat (Galerkin),
celor mai mici patrate, colocatiei etc. Ideea fundamentald a metodei
elementelor finite constd in faptul cd domeniul dat al problemei este
reprezentat ca un ansamblu de subregiuni numite elemente finite.
Aceste elemente sunt conectate intre ele prin puncte cunoscute sub
numele de noduri. Pe domeniul elementului finit este posibil sa se
genereze sistematic functi de aproximare necesare in solutionarea
ecualilor diferentiale care descriu comportarea prin oricare din
metodele variationald sau a reziduului ponderat.

Metoda elementelor finite are aplicabilitate in diverse domenii
ale ingineriei (si nu numai), unde existd fenomene fizice descrise de
ecualii cu derivate partiale. Printre principalele domenii in care se
poate utiliza aceastd metodad sunt: analiza structurald, analiza fluidelor,
analiza magnetica si analiza electricd. Exista trei moduri de formulare a
metodei elementelor finite:

a) formularea directq;

b) formularea variationalg;

c) formularea rezidualQ.

Formularea directd se bazeazd pe calculul matriceal al
structurilor cu ajutorul metodei deplasarilor.

Formularea variafionald are la bazd minimizarea energiei
potentiale, a solidului deformabil, in baza unui criteriu de stationare a
energiei potentiale. Metodele variationale utilizate in mecanica solidului
deformabil folosesc principiul lucrului mecanic virtual sau teoreme
energetice cum ar fi: teorema energiei potentiale minime (formularea in
deplasari), formularea energiei complementare minime (formularea in
tensiuni), teorema Hellinger-Reissner (formularea mixtad in tensiuni si
deformatii) si teorema lui Hamilton pentru probleme dinamice. in cazul
formuldrii variafionale cu teorema energiei potentiale minime, corpul
solid deformabil este discretizat in elemente finite, iar campul ipotetic al
deplasarilor din interiorul fiecarui element este modelat cu ajutorul unor
polinoame de interpolare. Prin minimizarea energiei potenfiale a
solidului deformabil, in baza unui principiu de stationare, se obtine
sistemul ecualfiilor de echilibru elastic nodal. Prin rezolvarea sistemului de
ecualii se obfin deplascrile, deformatile si tensiunile corpului solid
deformabil.

Formularea reziduald se poate utiliza in cazul in care nu se
dispune de o formulare functionald, acesta find o formulare mai
generald decat formularea variationald. Pentru formularea reziduald a
metodei elementelor finite, se pot utliza: metoda celor mai mici
patrate, metoda Galerkin, metoda colocatiei etc.



Problemele care se pot rezolva cu ajutorul metodei elementelor
finite, se pot clasifica in trei categorii:

a) probleme de echilibru, caz in care functile necunoscute nu
depind de timp. Acest tip de probleme apar la determinarea
comportarii elastice, a corpurilor solid deformabile, in regim
static;

b) probleme de valori propri, n care parametrii sunt
independenti de timp, determinandu-se anumite valori critice
ale acestor parametri. Problemele de valori proprii apar la
determinarea fortelor critice de pierdere a stabilitafi unei
structuri sau in problemele de analizd modald a structurilor,
cand se determind frecventele proprii si modurile proprii
asociate acestor frecvente;

c) probleme de propagare, sau probleme in care functfile
necunoscute sunt dependente de timp. Astfel de probleme
apar la studiul raspunsului dinamic al unei structuri.

Datoritd posibilitdfilor de calcul pe care le oferd, metoda
elementelor finite este una dintre cele mai utlizate metode in
pachetele comerciale de proiectare asistatd. Principalele tipuri de
programe utilizate in proiectarea asistatd, se pot imparti in trei categorii:

a) programe utilizate pentru modelarea geometrica a structurilor
(CAD - Computer Aided Designed);

b) programe de calcul a structurilor, care au la bazd metoda
elementelor finite (CAE — Computer Aided Engineering);

c) programe utlizate la proiectarea tehnologicd (CAM -
Computer Aided Manufacturing).

Printre cele mai importante programe de analizG cu elemente

finite, se numara: Ansys, Abaqus, Nastran, Cosmos, Algor etc.

Tendintele moderne in dezvoltarea metodei elementelor finite,

sunt:

- dezvoltarea unor metode noi de rezolvare a sistemelor de
ecualii liniare mari cu matricea coeficientilor - matricea rard
si simetricq;

- imbundtdtirea si dezvoltarea algoritmilor de condensare
staticd si dinamicg;

- elaborarea de noi tehnici de discretizare automatd, care sa
permitd o discretizare mai find a zonelor cu gradient mare de
deformatie si sa evite deformarea (distorsionarea)
elementelor finite pe parcursul discretizarii;

- utlizarea substructurdrii in cazul unor structuri mari cu grad
ridicat de repetitivitate, prin translatie sau rotatie;

- implementarea in programele comerciale a unor algoritmi de
optimizare;
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- implementarea unor legi constitutive de material care sa

permitd modelarea materialelor compozite;

- dezvoltarea elementelor finite pentru analiza multi-camp.

Asa cum s-a precizat si mai inainte, se poate spune ca metoda
elementelor finite se bazeazd pe conceptul construiri obiectelor
complicate din obiecte simple, sau divizarea obiectelor complicate in
obiecte mai simple pentru care se pot aplica scheme de calcul
cunoscute.

in foarte multe situati aparatul matematic existent nu este
suficient pentru gasirea unei solutii exacte si uneori chiar a unei solufii
aproximative, pentru majoritatea problemelor practice. Ideea de bazd
a metodei elementelor finite este aceea de a gdasi solutia unei
probleme complicate inlocuind-o prin una mai simpld. Un exemplu
simplu [21], dar foarte sugestiv iIn ceea ce priveste rezolvarea
aproximativd a unei probleme exacte il reprezintd calculul ariei unui
cerc (fig. 1.1).
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Fig. 1.1 Impartirea suprafetei unui cerc in Fig. 1.2 Moduri de aproximare a ariei
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Se construieste un poligon cu n laturi inscris in cercul studiat. Aria
unui ,element” de formad triunghiulard se calculeazd cu relatia:
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La acelasi rezultat se ajunge si dacd aproximarea se face
pornind de la un poligon circumscris cercului (fig. 1.2).



Precizia solufiei depinde in mare parte, asa cum se poate
observa siin figura 1.3, de strategia sau de modelul de calcul ales.
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Fig. 1.3 Modul de convergenta a solutiilor pentru cele doua moduri de aproximare a
ariei cercului

Considerand poligonul aproximat inscris sau circumscris se poate
obtine limita inferioard (A) sau limita superioard (As) pentru aria reald. In
continuare, odatd cu cresterea numarului de laturi ale poligonului
(inscris sau circumscris) valorile aproximative conduc spre valoarea
reald. Se observG cd ambele metode de calcul sunt convergente,
diferenta dintre ele find legatd de modul de aproximare (in plus sau in
minus) in raport cu solufia exacta.

in rezolvarea problemelor complexe pentru care solutile
analitice sunt dificle datoritd aparatului matematic existent, sunt
cunoscute doud directfii de rezolvare aproximativa:

A. utilizarea unor metode aproximative de rezolvare a ecuatiilor
diferenfiale pentru un model de calcul exact. Acest lucru se poate
realiza astfel:

- se neglijeazd termenii de importantd secundard care permit in
continuare rezolvarea exactd;

- se aplicd metodele numerice in rezolvarea sistemului de ecuatii
diferentfiale (metoda diferentelor finite este foarte eficientd in obfinerea
rapidd a unor solutii acceptabile).

B. utilizarea unor metode exacte de rezolvare aplicate unor
modele de calcul aproximative. Modelele aproximative de calcul se
pot obfine prin acceptarea unor ipoteze simplificatoare privind cea mai
defavorabild configuratie a deplasdrilor care respectd condifile pe
contur. Dupd gradul de generalitate a ipotezelor utilizate, se disting
doud categorii de ipoteze:

- ipoteze cu caracter general, aplicabile intregului corp, cum ar
fi. ipoteza sectiunilor plane si normale (ipoteza lui Bernoulli — la bare),
ipoteza normalelor rectilinii (ipoteza lui Kirckoff — placi subtiri), ipoteza
nedeformabilitatii conturului etc.;



- ipoteze cu caracter local, valabile pentru portiuni mai mici sau
subdomenii componente ale unei entitdti complexe. Este important ca
aceste ipoteze sa asigure continuitatea dintre subdomenii.

Se poate spune deci, cG metoda elementelor finite a apdrut ca
0 consecintd a necesitdtii de a calcula de rezistentd complexe, pentru
care metodele analitice de calcul sunt foarte greu de utilizat. Ideea de
bazd a acestei metode este cd in cazul in care structura studiatd se
imparte in mai multe parti numite elemente finite, pentru fiecare dintre
acestea se putandu-se aplica teorile de calcul corespunzdtoare
schematiz&rii adoptate (teoria de bard, placd sau bloc). impdrtirea
structurii in parfi de dimensiuni mai mici, operafie care poartd numele
de discretizare va avea drept efect obtinerea unor forme simple pentru
elementele finite ce compun structura studiatd. Modelul de calcul
utilizat Tn analiza cu elemente finite este un model aproximativ obfinut
prin asamblarea elementelor finite componente, tinandu-se cont de
geometria structurii. Conectarea elementelor finite se realizeazd numai
in anumite puncte numite puncte nodale sau noduri. Nodurile
reprezintd punctele de intersectie ale linilor de contur rectilinii sau curbe
ale elementelor finite. Elementele finite pot fi uni, bi sau tridimensionale
in functie de geometria structurii pe care o modeleaza.

Caracterul aproximativ al metodei elementelor finite rezultd ca
urmare a faptului cG geometria reald a structurii este intotdeauna
inlocuitd cu o retea de elemente finite care urmareste forma reald a
structurii, dar nu o poate reda cu exactitate decat numai prin anumite
geometrii particulare, datoritd numarului finit de elemente iar marimile
necunoscute ale problemei sunt calculate numai in nodurile retelei de
elemente finite ce discretizeazd structura. De aici se poate trage o
singurd concluzie: precizia de calcul a acestei metode creste odata cu
cresterea numdarului de elemente finite. Continuitatea rezultatelor
obtinute depinde de caracterul de continuitate pe care funcfile de
aproximare trebuie sa le asigure la nivelul zonelor dintre elemente.

Formularea metodei elementelor finite se bazeazd pe
exprimarea conditilor de extrem pe care unele marimi care intervin in
fenomenul studiat trebuie sa le satisfacd. Aceastd metodd este o
metodd cu un vast domeniu de aplicabilitate, bucurandu-se si de
avantajul unei formulari simple. Caracterul de generalitate a metodei i
conferd avantajul de a se putea adapta, cu modificari simple, celor
mai complexe si variate probleme, cum ar fi problemele liniare si
neliniare, solicitari statice si dinamice, structuri de bare, pldci plane sau
curbe, probleme de contact, probleme de mecanica ruperi, de
oboseald etc.



1.3 Notiuni de rezistenta materialelor

Rezistenta materialelor are ca obiect stabilirea metodelor si
procedeelor de calcul ale eforturilor, tensiunilor si deformatiilor ce apar
in diferite puncte ale elementelor de rezistentd, cand asupra acestora
actioneazad forte, precum si stabilirea si utilizarea relatiilor dintre eforturi i
dimensiunile sectiunii.

Din totalitatea caracteristicilor elementelor de rezistentd, in
rezistenta materialelor, se retin numai acele caracteristici necesare
calculului de rezistenta facand abstractie de ceilalli factori care
intervin. In acest scop corpurle se schematizeazd in modele
matematice ce au anumite caracteristici mecanice si elastice. Ca
urmare, corpurile se vor incadra in urmdatoarele cinci modele: fir, barg,
membrand, placd si bloc. Prin aceste modele rezistenta materialelor
schematizeazd, printr-o metodd de calcul, humeroase organe de
masini si elemente de constructii si deci, calculul de rezistentd are o
larga generalizare.

in raport cu geometria lor, corpurile se impart in trei grupe [50]:

a) Corpurile cu fibrd medie, cele ce au una din dimensiuni,
lungimea, mult mai mare decéat celelalte doud, Iatimea si
grosimea. Ele se definesc prin:

- axa longitudinald - ce poate fi dreaptd, curbgd, linie
frantd, etc.

- sectiunea transversald - ce poate fi constantd sau
variabila in lungul axei longitudinale.

Din aceastd grupd fac parte:

- firele - care pot fi solicitate numai la intindere si nu opun
practic nici o rezistentd solicitarilor transversale sau de
compresiune;

- barele - care rezistd atat la solicitari axiale céat i
transversale.

Dupd destinafie si modul de solicitare barele poartd diferite
denumiri specifice: tiranti - cand sunt solicitate la intindere, stalpi - cand
sunt solicitate la compresiune, grinzi - cand sunt solicitate la incovoiere,
arbori - cand sunt solicitate, in special, la torsiune.

Prin fibrd medie sau axd se intelege locul geometric al centrelor
de greutate al sectiunilor plane normale pe axa barei (sau a firului), iar
prin sectiune normalq, sectiunea pland perpendiculard pe axa.

b) Corpurile cu suprafafd mediand au una din dimensiuni -
grosimea - relativ mica in raport cu celelalte doud - IGfimea si
lungimea. Din aceastd grupd fac parte membranele si
placile.
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- membranele, ce au grosimea foarte micad, nu rezista la
sarcini transversale sau de compresiune ci numai la
sarcini de intindere.

- placile, plane sau curbe, pot prelua si sarcini transversale
si de compresiune.

Exemple de placi: capace si pereti de rezervoare, cupole,
plansee, etc. iar de membrane: panza de cort, membrane amortizoare
etc.

c) Blocuri sau corpuri masive, care au dimensiunile de acelasi
ordin de marime. Exemple: bilele si rolele de ruiment, blocurile
de fundatii etc.

Calculele de rezistenta difera de la o grupa la alta, ele fiind cele
mai simple la fire si la bare drepte, cresc in complexitate la barele curbe
si cadre, devenind deosebit de complicate la placi si blocuri.

Rezistenta materialelor prezintd modul de determinare a
eforturilor, tensiunilor si deformatiilor in cele mai simple si des utilizate
corpuri si din acest motiv studiul barei drepte, de secfiune constantd
sau variabild, formeazd baza si este tratatd in cea mai mare parte in
cursurile de Rezistenta materialelor.

Modelul unei bare drepte (fig. 1.4,a) se schematizeazd ca in
figura 1.4,b. Astfel, modelul barei contine axa barei, de lungime L
trasatd cu linie groasd In figurd si sectiunea transversald,
dreptunghiulard in acest caz, de Iafime b si indltime h. Sistemul de axe
atasat modelului, este un sistem triortogonal drept cu axa Ox - axa barei
si sistemul yOz, axele centrale principale ale sectiunii.

7 B
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Fig. 1.4 Modul de schematizare a unei bare drepte de sectiune dreptunghiulara
Pentru a putea stabili relatile de calcul simple, in rezistenta
materialelor se folosesc anumite ipoteze referitoare atat la structura

materialelor cat si la comportarea lor sub actiunea sarcinilor aplicate.
Aceste ipoteze sunt uneori in concordantd cu realitatea, iar alteori ele
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reprezintd simplificari ale fenomenelor reale, care duc la rezultate
verificate experimental si deci acceptabile pentru scopul rezistentei
materialelor.

Principalele ipoteze, cu care opereazd rezistenta materialelor, sunt
[50]:

| Ipoteza mediului continuu, prin care se admite ca materialul
unui element de rezistentd se considerd un mediu continuu ce ocupd
intregul spatiu delimitat de volumul sQu. Aceastd ipotezd corespunde
satisfocator materialelor amorfe dar nu corespunde realitdfii la cele
cristaline. Ipoteza este necesard intrucat marimile din rezistenta
materialelor, cum sunt tensiunile, deplascrile, deformatfile etc. pot fi
scrise ca functii continue de punct si nu ca functii discrete specifice
pentru fiecare cristal sau particuld, permitand folosirea calculului si
metodelor analizei matematice.

ll. Ipoteza mediului omogen, prin care se admite ca materialul
elementului de rezistentd are in toate punctele din volumul sGu aceleasi
marimi fizice . Nici aceastd ipotezO nu concordd in totalitate cu
realitatea in special in cazul betonului, lemnului si chiar al metalelor.
Astfel, la metale prin diverse tratamente termice sau mecanice se
creeazd cruste dure si caracteristici mecanice diferite de ale miezului.

lll. Ipoteza izotropiei. Materialele se considerd izotrope cand au
pe toate directile aceleasi caracteristici elastice E, G si n. In caz contrar
materialele se considerd anizotrope. Un caz particular de anizotropie
este cel al materialelor ortotrope (lemnul).

IV. Ipoteza elasticitdfii perfecte. Daca tensiunile nu depdsesc
anumite valori limitd, materialele se considera perfect elastice, ceea ce
inseamnd ca deformalfile produse de sarcini se anuleazd odatd cu
anularea sarcinilor.

V. Ipoteza proportionalitdtii intre tensiuni si deformatii specifice. in
cazul solicitarilor in domeniul elastic se considerd cd intre tensiuni si
deformatii specifice existd o relatie liniard, adica este valabild legea lui
Hooke.

VI. Ipoteza deplasdriior mici. In afard de unele exceptfii, in
Rezistenta materialelor se considerd ca deformatile unui element de
rezistentd sunt foarte mici in raport cu dimensiunile acestuia. |poteza
este foarte importantad intrucat ecuatiile de echilibru static se pot scrie
raportand fortele la starea initiald nedeformatd a elementului de
rezistentd. Tot pe baza acestei ipoteze, in calculele analitice, termenii
ce contin deformatii specifice sau deplasari la puteri superioare se pot
neglija in raport cu termenii la puterea intai (teoria de ordinul intéi).

VIl. Ipoteza proportionalitdtidintre deformatii specifice i
deplasdri. in domeniul elastic se considerd cd& intre deformatiile
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specifice si deplasari existd o relafie liniard. Aceastd ipotezd este o
consecintd a ipotezei deformatiilor mici.

VIIl. _Ipoteza sectiunilor plane (Bernoull). Sectiunile plane i
normale pe axa barei roman plane si normale si dupd deformarea
produsd de sarcini. Aceastd ipotezd se verificO experimental pe
conturul barelor si se admite valabila si in interiorul acestora.

-

I
C C T %Bi;_'_'
i N Co— 1p
| <
L_! —
[P a) b)

Fig. 1.5 Reprezentare grafica a ipotezei sectiunilor plane (ipoteza lui Bernoulli)

Astfel in cazul barei din figura 1.5,a, supusd la intindere, sectiunea
BC se deplaseazd in B’C’ dar ramane planad si normald pe axa barei. La
fel pentru bara din figura 1.5,b supusad la incovoiere sectiunea BC se
deplaseazd si se roteste in pozifia B’C’, dar raméane planad si normald pe
axa barei.

IX. Principiul lui Saint-Venant. Dacd se inlocuiesc fortele care
actioneazd pe o portiune micd a elementului de rezistentd cu un alt
sistem de forte echivalent din punct de vedere static cu primul, noua
distributie a fortelor produce in locul de aplicare diferente apreciabile
fatd de prima dar raméane fara efect, sau cu efect neglijabil, la distante
mari de locul de aplicare a fortelor.

X. Principiul suprapunerii_efectelor. Prin aplicarea unei sarcini
asupra unui element de rezistentd pand la limita prescrisd de
proporfionalitate a materialului, eforturile, tensiunile, deformatile si
deplascrile ce se produc in elementul de rezistentd depind exclusiv de
marimea acelei sarcini si nu sunt influentate de efectele altor sarcini
aplicate anterior sau concomitent. Acest principiu este o consecinfa a
legii lui Hooke (deformatile sunt proporfionale cu sarcinile) si a ipotezei
deformatiilor mici ce indica teoria de ordinul intéi.
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1.4 Notiuni despre elementele finite

1.4.1 Definifii

Elementele finite apar in procesul divizari domeniului unei
structuri, indiferent de tipul analizei ce se doreste a fi realizata (fig. 1.6).
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Fig. 1.6 Tipuri de retele de elemente finite

in sens larg, un element finit reprezintd modelul de aproximare a
urmdatoarelor proprietdti:

- geometrice (forma elementului) caracterizat ca parte dintr-

un corp cu anumite dimensiuni;

- fizice, elementul finit are atasat proprietati fiziice, cum ar fi
elasticitatea, vascozitatea, densitatea, conductibilitatea
termica etc.;

- funcfionale; aproximeazd una sau mai multe variabile ale
problemei in functie de valorie nodale si functile de
aproximare ale problemei.

In figura 1.6 sunt prezentate cateva tipuri de structuri discretizate
in elemente finite: elemente unidimensionale utilizate la structuri de tip
bard (a), elemente bidimensionale triunghiulare si patrulatere utilizate la
structuri din categoria placilor simembranelor (b), elemente tetraedrice
si paralelipipedice utilizate la structuri masive (c).

1.4.2 Sisteme de referinta

Definirea geometrilor structuri de rezistentd, a modului de
comportare sub actiunea sarcinilor, implicd utilizarea unor sisteme de

-12 -



referinfa prin intermediul carora sa se realizeze o simplificare a modului
de obtinere a ecuatiilor algebrice aferente cazului studiat. Sunt utilizate
doud sisteme de referinta (fig. 1.7) sianume [11]:

- sistemul global de referinfd, (pentru intreg domeniul discretizat
in elemente finite), care este un sistem triortogonal drept prin
intermediul cdAruia este definitd geometria structurii, modul in care este
constransd si modul in care este incdrcatd cu sarcini. Tot la sistemul
global de axe sunt raportate rezultatele privind modul de deformare al
structurii.

- sistemul local de referinfd, (care este atasat fiecarui element finit in
parte), este utlizat la definrea deplasarior nodale, a fortelor care
actioneazd in nodurie elementului finit. Tot in sistemul local de axe se
definesc ecuatiile de echilibru ale fiecarui element finit. Utilizarea sistemelor
locale de referintd este impusd de obtinerea unor relatii de calcul cat mai
simple.

g e .,
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Fig. 1.7 Elemente finite in raport cu sisteme de coordonate locale (a si c) si in raport
cu sistemul de coordonate global (b)

Sistemele de coordonate locale pot fi grupate in urmdtoarele
categorii:

- normale care la randul lor se clasifica in: cartezian (fig. 1.8,a),
cilindric (fig. 1.8,b) si sferic (fig. 1.8,c) avand originea in unul din nodurile
sau centrele de greutate ale elementului; trecerea de la sistemul de
coordonate global la cel local sau invers se face cu matricea de
transformare [T], respectiv [T].
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Fig. 1.8 Tipuri de sisteme de coordonate: a — cartezian, b - cilindric, c - sferic

- specifice (naturale — obfinute prin raportarea coordonatelor
globale la marimi caracteristice ale elementului — lungimi, arii sau
volume); in aceastd categorie pot intra urmadtoarele sisteme de
coordonate:

1. coordonate ¢- natural cu originea in centrul elementului avand
intervalul de variatie [-1,1]; acest sistem este preferat la elementele
patrulatere sau paralelipipedice;

2. coordonatele L- natural, unde intervalul de variatie este [0,1];
acest sistem este utlizat pentru elemente finite triunghiulare i
tetraedrice.

1.4.3 Tipuri de elemente finite

Se poate face o clasificare a elementelor finite in functie de mai
multe criterii, asa cum se va ardta si in prezentul paragraf.
n funcfie de geometria structuri analizate, sunt utilizate
urmdtoarele forme de elemente finite:
a) unidimensionale — pentru structuri din bare articulate, grinzi cu
zabrele, cadre plane si spatiale etc. (fig. 1.9,a,b,c);
b) bidimensionale — pentru placi, membrane, rezervoare si pot
avea forma triunghiulara sau de patrulater (fig. 1.9,d,e);
c) tridimensionale — pentru corpuri masive si pot avea forma de
tetraedru, paralelipiped sau cub (fig. 1.9,f,9).
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Fig. 1.9 Tipuri de elemente finite

in functie de numarul gradelor de libertate pe fiecare nod, se pot
distinge urmatoarele categorii de elemente finite:

a) cu un grad de libertate pe nod - cazul structurilor (barelor)

solicitate uniaxial (fig. 1.9,a);

b) cu doud grade de libertate pe nod — cazul structurilor plane
solicitate in planul structurii, pentru structuri din bare
articulate, grinzi cu zdbrele, cadre plane si spatiale etc. (fig.
19,b,c.d,e);

c) cu trei grade de libertate pe nod (fig. 1.9,f,9).

Aproximarile geometrice ale elementelor finite sunt controlate de
numdarul de noduri utilizate la exteriorul elementului pentru a defini
forma, in timp ce aproximdrile fizice sunt controlate de numarul de
noduri (din interior si exterior) ale elementului, utilizAndu-se la definirea
lor diferite functii de interpolare.

In functie de aproximarile fizice si geometrice existd trei categorii
de elemente finite [11]:

a) subparametrice m < n (fig. 1.10,c,f), unde m este gardul

functiilor de interpolare Ni iar n este gradul functiilor de forma
Ni’;

b) izoparametrice m = n (fig. 1.10,b,e) in aceleasi puncte nodale
sunt utilizate aceleasi functii pentru a defini geometria si
variabilele de stare ale elementului finit;

c) superparametrice m > n (fig. 1.10,a,d)
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& - nodur care definesc forma geometrica
3 - nodun care aproxuneaza variabilele de stare

Fig. 1.10 Modul de definire a elementelor prin noduri

Din punct de vedere al calculelor, elementele finite pot fi
clasificate in trei mari grupe [20]: simple, complexe si multiplu complexe

(tab. 1.1).

Tab. 1.1 Clasificarea elementelor finite

Tipul
elementului
finit

Forma elementului finit

Simplu

Complex

Multiplu
complexe

1.4.4 Functii de aproximare ale elementelor finite

Determinarea formei si a deplascrii nodurilor elementelor finite se

poate face

cu ajutorul funcfilor de interpolare in raport cu

coordonatele globale.

Conditile ce trebuie sa le indeplineascd functiile de aproximare
(in cazul in care au derivate pana la ordinul k+1) pentru a asigura
convergenta la micsorarea elementelor finite sunt:

-16 -




- continuitatea, care s asigure variatii mici pentru parametrul
necunoscut pe tot domeniul elementului finit, inclusiv pe frontiera
acestuia. De exemplu daca elementul finit are in noduri doar deplasari,
functia de aproximare trebuie sa fie continud adicd de clasa C° -
functie generalizatd de tip Lagrange, iar in cazul in care elementul finit
are in noduri atat deplasari cat si rotiri, este necesar ca functia de
aproximare si prima ei derivatd sa fie continue, adicd de clasa C! -
functie generalizata de tip Hermite;

- compatibilitatea, adicd in timpul modificari domeniului
problemei de-a lungul frontierei comune, elementele finite sa nu
trebuiasca sa se separe, iar valorile functilor de aproximare pe frontiera
comund sa depindd numai de necunoscutele din nodurile de pe
aceastad frontierd;

- completitudinea, care este asiguratd de modul cum sunt alese
funcfiile de aproximare; de exemplu in mecanica solidului deformabil,
funcfia de aproximare care satisface condifile de completitudine
contine moduri ale deplasarilor care fac posibil s0 se descrie atat
comportarea de corp rigid cat si de deformatfii constante;

- invariatia, care reprezinta proprietatea elementului finit de a
avea aceeaysi stare fizica indiferent de orientarea axelor locale in raport
de care aceasta stare este formulata.

Polinoamele reprezintd principala categorie de funciii de
aproximare utilizatd in cadrul metodei elementelor finite si pot fi grupate
in urmatoarele categori:

A. polinoame simple, care asigurd o descriere analiticd a
domeniului comportarii elementului si facilitatile de a efectua un
control asupra aproximatiilor;

B. polinoame de tip Lagrange, care permit delimitarea
coeficientilor polinomului in raport cu valorile functiei in punctele de pe
o linie;

C. polinoame de tip Hermite, care sunt utilizate pentru a satisface
atat functia cat si derivata sau derivatele acesteia Tn nodurile
elementelor finite.

Forma generald a unui polinom, scrisd matriceal, este:

uco(xy.2)=[F (xy.2)]{d} (1.1)
unde: [F (x,y,z)] este o matrice linie de polinoame iar matricea coloand
{d} este 0 matrice care contine coeficientii necunoscuti sau parametrii

generalizati.

1.5 Etape de calcul a structurilor cu metoda
elementelor finite
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Analiza diverselor structuri din punct de vedere al rezistentei cu
ajutorul metodei elementelor finite are la bazd doud metode de calcul
sianume:

- metoda fortelor, la care necunoscutele sunt fortele care iau
nastere in nodurile modelului fizic al structurii, atunci cand aceasta este
supusd unei incarcari oarecare;

- metoda deplasdrilor, la care necunoscutele sunt deplasarile
care iau nastere in nodurile modelului fizic al structurii, atunci cand
aceasta este supusd unei incarcari oarecare.

Dintre cele doud metode enuntate, se utilizeazd cu precddere
metoda deplasdrilor datoritd avantajelor oferite la calculul matriceal. in
consecintd in continuare se va face referire numai la aceastd metoda
de calcul.

Avand in vedere cele menfionate mai sus, etapele de bazd in
analiza cu elemente finite sunt:

1. Modelarea domeniului problemei;

2. Discretizarea domeniului dat al problemei care cuprinde:

0 constructia retelei de elemente finite;

0 numerotarea nodurilor si a elementelor;

0 generarea proprietafilor geometrice (coordonate,
aria sectiunii transversale etc.).

3. Derivarea ecuatiilor elementelor finite:

o formularea variationald sau diferenfiald pentru
descrierea comportcrii corpului solid solicitat;

o calculul deplascrii in functie de deplasarile din
noduri:

n
u=3u N (1.2)
i=1
siinlocuirea acestora in § pentru determinarea ecuatiei elementului finit:
)=l e (1.3)
o derivarea sau alegerea functfiilor de interpolare Ni
din literatura de specialitate si calculul matricelor
elementului.
4. Asamblarea ecuatiilor elementelor finite:
0 identificarea conditilor de continuitate intre
elementele finite adiacente prin variabile primare
(relafia intre gradele de libertate locale si gradele
de libertate globale);
o0 identificarea conditilor de echilibru intre variabilele
secundare (relafile dintre componentele locale si
componentele globale).
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5. Introducerea conditilor de contur si reducerea sistemului de
ecualii care descrie comportarea unui solid;

6. Rezolvarea sistemului de ecuatii care descrie comportarea
structurii studiate;

7. Postprocesarea.

1.5.1 Modelarea geometrica a domeniului problemei

In cadrul acestei etape se face o schematizare a structurii, se
descriu conditile de contur si proprietdtile in raport cu un sistem de
coordonate ortogonal.

iIn mecanica solidului deformabil corpurile (structuriie) sunt
schematizate cu: linii drepte sau curbe (ce reprezintd axa mediand)
pentru bare, suprafete plane sau curbe (ce reprezintd suprafata
mediand) pentru placi si membrane, volume pentru corpuri masive,
ceea ce permite o reprezentare simplificatd a majoritatii structurilor
studiate.

Inainte de modelarea structurii studiate este important sd se aibd
in vedere urmdatoarele aspecte:

a) tipul de analiza (staticd, dinamica, modald etc.);

b) ipotezele posibile de a fi aplicate in vederea simplificarii
modelului (simetria (fig. 1.11), care poate fi axiald, plang,
ciclica sau repetitivd);

c) modul de discretizare in functie de tipul elementelor finite;

d) schimbarea actiunilor exterioare;

e) stabilirea conditilor de contur si frontierg;

f) precizia de calcul.

a b c d
Fig. 1.11 Exemple de simetrii [20]

Prin urmare, la analiza starilor de solicitare a diverselor corpuri
solide este necesar ca utilizatorul acestei metode sa:

- modeleze pe o héartie corpul (structura) ce urmeazd a fi
analizatg;

- stabileasca linile, suprafetele si volumele corpului, avand in vedere
discretizarea distinctd in elemente finite datoritd proprietdfilor diferite de
material si/sau proprietatior geometrice diferite (sectiuni si grosimi diferite);

- separe in regiuni, suprafete sau volume corpul analizat;

- mentind continuitatea modelului.
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1.5.2 Discretizarea modelului

Discretizarea (impdarifirea) in elemente finite este echivalentd cu
inlocuirea domeniului (fig. 1.12,a) cu subdiviziuni (elemente finite) de
marime finitd, interconectate in noduri (fig. 1.12,b), avAnd o geometrie
simpla (linii drepte si curbe in cazul problemelor unidimensionale,
triunghiuri sau dreptunghiuri in cazul problemelor bidimensionale si
tetradere sau elemente paralelipipedice pentru probleme
tridimensionale).

L
.'-
—_—
Yeiooa : w
g o THEET
S i H,' BN
Al T _ " B
S C - b E
R ': T ti !
< L ] SET Yy
11 e = = Epe L LI
1 wr PN B W
B "R M
L3 5 b
= - FOEE U
;'}\.l' ]_.3 E:k
a h

Fig. 1.12 Exemplu de structura pland@ a — geometria structurii, b — structura
discretizata

Un astfel de element finit are un numar de puncte nodale cu un
anumit numar de grade de libertate. Localizarea lor in spatiu este data
prin intermediul coordonatelor relative la un sistem de coordonate local
sau global. Forma fiecarui element finit este definitd prin coordonatele
nodurilor si prin functii de interpolare. in cadrul acestei etape trebuiesc
parcurse urmatoarele subetape:

- construirea retelei de elemente finite, care depinde de
capacitatea calculatorului, pretul de cost si de acuratefea dorita
pentru rezultatele obtinute;

- numerotarea nodurilor si a elementelor;

- generarea proprietatilor geometrice si fizice necesare rezolvarii
problemei.

Constructia retelei de elemente finite este influentatd de factori
ca: tipul elementelor finite, marimea acestora si numarul de elemente
finite utilizate la discretizarea structurii studiate.

De cele mai multe ori tipul elementelor finite utilizate depinde de
problema fizicd. De exemplu, la analiza grinzilor cu zabrele (care sunt
supuse la tractiune-compresiune), se vor utiliza elemente de tip barg, in
timp ce la bare foarte scurte solicitate la incovoiere se vor utiiza
elemente finite de tip solid. Marimea elementelor are influenta asupra
convergentei solutiei. Astfel, dacda elementele finite sunt de dimensiuni
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mici, solutia obfinutd este mai apropiatd de cea exactd. in acelasi timp
rezultatul este influentat si de raportul dimensiunilor semnificative ale
elementelor finite bidimensionale si tridimensionale, motiv pentru care
se recomandd evitarea formelor alungite, iar raportul dimensiunilor
semnificative sd fie cat mai aproape de valoarea unitard. in ceea ce
priveste gradul de uniformitate al retelei de elemente finite, se
recomandad o discretizare uniformad a structurilor studiate.

Dimensiunile sistemului de ecuatii algebrice, la care se ajunge in
urma asamblarii matricelor de rigiditate elementare, depinde nu numai
de dimensiunile acestora ci si de numarul si de modul de numerotare a
nodurilor refelei de elemente finite. Latimea de banda (fig. 1.13, a) a
matricei de rigiditate globald a structurii se poate calcula cu expresia
urmatoare [22]:

Lb= gln>(dif.max+ 1) (1.4)
unde:

- Lb este valoarea latimii de bandd a matricei de rigiditate a
structurii;

- gln este numarul gradelor de libertate pe nod;

- dif. max este cea mai mare diferentd dintre numerele nodurilor
ce apartin aceluiasi element finit.

De asemenea, numarul de ecualii corespunzdtoare matricei de
rigiditate a unei structuri care are un numar total de noduri ntd, se
poate determind cu relatia: nec = glnxntd.

Ib

lb

nec
nec

[K]= [K,]

b

nec

a b
Fig. 1.13 Latimea de banda

La structurile cu un numar mare de noduri, matricea globald de
rigiditate ajunge la dimensiuni foarte mari si drept urmare apar
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probleme cu stocarea termenilor matricei in memoria calculatorului.
Aceastd problemd se poate rezolva dacd se iau in considerare
proprietatile de simetrie si de bandd ale matricei, prin utilizarea numai a
unei portiuni din matrice, care cuprinde termenii diagonalei principale si
cei ce se gdsesc deasupra acesteia panad la limita benzii.

in figura 1.13b este reprezentatd schematic portiunea din
matricea de rigiditate care este utilizatd pentru calcul. UtilizAnd acest
procedeu de stocare a matricei de rigiditate se obtine o importantd
economie de memorie.

Astfel dacd luom exemplul unei structurii cu un numar de ntd =
200 noduri si care are un numar de gln = 3, grade de libertate pe nod,
va rezulta un numar de nec = 600 ecuafii. Matricea de rigiditate a
structurii [Kg], va avea un numar de ntt = 180.000 termeni.

Dacad se presupune cd cea mai mare diferenfd dintre numerele
nodurilor ce apartin aceluiasi element finit este dif. max = 10, va rezulta,
o Iatime de bandd Lb = 33, iar formatul bandd al matricei [Ko] va avea
un numar total de termeni ntt = 6.600, ceea ce reprezintd 7,34% din
numarul de termeni ai matricei [Kqg] de rigiditate a structurii.

Latimea de bandd este un indicator de bazd la stabilirea
necesarului de memorie pentru inmagazinarea matricei banda si drept
urmare este necesar sd se obfind valori mici ale Iatimii de banda.
Aceastd cerinfa se realizeazd printr-o optimizare a schemei de
numerotare a nodurilor structurii, astfel incat sd se obtind o valoare
minimda a diferentei dintre numerele nodurilor corespunzdtoare
elementelor finite.

Pentru a exemplifica cele mentionate mai sus se considerd
structura din figura 1.14 [22]. Pentru structura din figura 1.14,a, diferenta
maxima este dif. max=6-1=5 si este la elementul finit numarul 1. Se obtine
in acest caz pentru Iatimea de bandd valoarea: Lb = 2(5+1)=12. Pentru
aceiasi structurd, dar numerotata ca in figura 1.14, b, diferenta maxima
este dif.max = 4-1=3 si este la elementele finite 1, 5 si 9. Se obtine in
acest caz pentru Idfimea de bandd valoarea: Lb=2(3+1)=8.

Fig. 1.14 Exemplu de numerotare a nodurilor pentru o structura de tip grinda cu
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zabrele

Se observad cd matricea bandad a structurii din figura 1.14,a are o
|Gfime de bandd cu 50 % mai mare decéat matricea bandad a structurii
din figura 1.14,b.

Realizarea unei numerotdri optime se realizeazd atunci cand
numerotarea nodurilor se face acordand prioritate direcfiei in care sunt
mai putine noduri.

1.5.3 Formularea problemei i stabilirea ecuatiei
elementului finit

La stabilrea ecuatfiei elementului finit se vor parcurge
urmdtoarele etape:

- formularea ecuatiei diferenfiale care descrie comportarea
elementului finit;

- alegerea functfiilor de aproximare pentru fiecare element finit, in
general sub forma unor poligoane algebrice (de reguld solufii ale
ecualiilor din teoria elasticitafii si plasticitati) care sunt obtinute cu
teoria interpolarii;

- determinarea ecuatiei elementului, evaluarea matricelor si
vectorilor caracteristici.

In mecanica solidului deformabil, ecuatia de echilibru pentru
elementul finit exprima legatura dintre matricea coloand a deplasarilor
nodale si vectorul fortelor echivalente aplicate in nodurile elementului
prin intermediul matricei de rigiditate elementare.

in general pentru a descrie o problemd fizicd, existd doud
formuldri matematice echivalente: diferentiald si variationald. De
exemplu pentru o structurd solicitatd axial descrierea comportarii se
poate face astfel:

Prin formularea diferentiald se scrie ecuaftia diferentiala:

Zadud_, (1.5)
dxg dxg
unde: p este sarcina axialg, iar produsul EA este rigiditatea la solicitarea
axiala.

Prin formularea variationald, cand se cautd sd se minimizeze

funcfia:

P=U+V=¢ 2{} {edV- cp() u(x)dx (1.6)

v
unde: {s} este matricea vector coloand a tensiunilor, iar {e este

matricea vector coloand a deformatiilor.
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intr-o definitie mai largd, se poate spune cd un element finit este
un model de aproximare a proprietdfilor fizice, geometrice i
functionale ale unei structuri. Geometric elementul finit reproduce parfi
dintr-un domeniu intr-o forma idealizatd. Elementul finit are dimensiuni si
i se ataseazd proprietdii fizice (elasticitate, densitate, vascozitate etc.).
Din punct de vedere fizic elementul finit aproximeazd variabilele
problemei (deplasarea, tensiunea etc.).

in stabilirea ecuatilor elementelor finite trebuie sd se tind cont
de:

- tipul de element finit (unidimensional, bidimensional sau
tridimensional) care se stabileste in functie de forma si dimensiunile
structurii studiate;

- sistemul de coordonate la care se raporteazq,;

- variabilele de stare din dreptul nodurilor;

- functile de aproximare pentru tipul de element finit utilizat
pentru a descrie forma si variatia necunoscutelor (variabilelor de stare)
pe domeniul studiat;

- modul de stabilire a ecuatiei elementului finit.

1.5.4 Asamblarea matricelor de rigiditate

Asamblarea este un proces de reunire a elementelor finite si de
sintezG a domeniului studiat, care se face:

- geometric, constand in refacerea domeniului ocupat de
structura studiatQ;
- functional, constand in realizarea modelului numeric.

in cadrul operatfiei de asamblare trebuie avute in vedere
urmdtoarele aspecte:

- identificarea condifilor de continuitate printre variabilele
primare (relafii intre gradele de libertate locale si gradele de libertate
globale) prin legarea nodurilor elementelor la nodurile globale;

- identificarea condifilor de echilibru printre variabilele
secundare;

- asamblarea matricelor si a vectorilor elementului.

Asa cum s-a precizat si anterior, caracteristicile si ecuatile unui
element sunt analizate in raport cu un sistem de coordonate local
atasat fiecarui element finit in parte, in vederea usurdrii calculelor de
integrare si diferentiere. Asamblarea se face insQ, in raport cu un sistem
de coordonate global, atasat intregii structuri, ceea ce impune
introducerea unui calcul suplimentar necesar transformarii de
coordonate.

Matricele de transformare diferd in funcfie de tipul elementului
finit utilizat pentru discretizarea structurii studiate. De exemplu, pentru a
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defini matricea de transformare in cazul unui element finit
unidimensional cu noduri articulate, solicitat de sarcini aflate in planul
structurii (structuri de tipul grinzilor cu zabrele), se considera elementul
finit din figura 1.15 [22] impreund cu deplasdrile nodale reprezentate in
sistemul global silocal de axe.

— x
u;
¥ Wiy
L )]
¥ B Wix
n.
1.
1,}" ﬂ‘_
@] u, ¥
¥
X
0
X5
X;

Fig. 1.15 Deplasarile nodale in sistemul de coordonate local si global pentru un
element finit uniaxial

Axa Ox a sistemului local de coordonate face cu axele Ox si Oy
ale sistemului global, unghiul a si respectiv unghiul .

_ Yi-Yi
a=arctg——,
Xj = X;
2.7)
Xj = %
b=arctg——.
Yi- Vi
Cosinusii directori ai axei Ox in raport cu sistemul global de axe
vor fi:
I=cosa si m=cos =cos@0- a)=sina (1.8)
Lungimea elementului finit definit de nodurile (i) si (j) este:
L= - x 2+ (- v f (1.9)

in figura 1.16 este reprezentatd deplasarea nodului (i)
reprezentatd in conformitate cu cele doud sisteme de axe. Astfel vom

avea:
AB=U = AE+EB=ACsina +CBcosa =u;, >m+u;, °l (1.120)
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Fig. 1.16 Deplasarea nodului (i) reprezentata in sistemele de coordonate global si
local

In mod similar se poate exprima deplasarea nodului () prin
intermediul celor doud sisteme de coordonate:

Uj =Uj, A +U;, om (1.11)

Ecuatile 1.10 si 1.11 scrise sub formd matriceald vor avea
urmatoarea forma:

— | |
i el m 0 0giUyl
i y=8 Y (1.12)
1Gp & O | myju

tuyh

Sub forma condensatd vom avea:

{uh= [} (1.13)
unde:

{L_J} este vectorul deplascrilor nodale, definit in raport cu sistemul
local de referintq;

[T] este matricea de transformare de la sistemul local la sistemul
global,

{u} este vectorul deplasdrilor nodale, definit in raport cu sistemul
global de referinta.

Matricea de transformare [T] este o matrice ortogonald si are
proprietatea:

[T+ =[7]" (1.14)
Matricea de transformare [T] se poate utiliza si pentru a defini

legatura dintre componentele fortelor, conform figurii 1.17, definite in
cele doud sisteme de axe [22].
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Fig. 1.17 Definirea fortelor de pe un element finit uniaxial in sistemele de coordonate
global si local

Vom avea in acest caz:

L i
iNfi_él m 0 Oy IPJYI
o 1 (1.15)
%N% ® 0| mH| JX?/

1R/b

Sub forma condensato relafia 1.15 devine:

{N}=[1]4A (1.16)

Matricea de rigiditate a elementului finit raportata la sistemul
global de axe se defineste prin utilizarea relatilor 1.13, respectiv 1.16.

Daca in relafia 1.16 se inlocuieste vectorul deplasare si vectorul
forta definit in sistemul local cu vectorul deplasare si forfa definit in
sistemul ?Iobal vom avea:

p

[k|xa} e [T]{A = [k[{T]{u} (1.17)

Dacdin ecuatia 1.17 se inmulteste la stanga cu [T]'l vom avea:

=[] Lok oA ul (1.18)
Relatia 1.18 exprimd legdtura intre deplasarile si fortele

corespunzatoare elementului finit, raportate la sistemul global de axe.
Daca se tine cont de ecuatia:

[<>{d} = {7} (1.19)
rezulta:

i = [} {kpAT] (1.20)
unde: [k] reprezintd matricea de rigiditate a elementului finit raportata

la sistemul global de axe.

In acest caz ecuatia 1.17 devine:

[<p{u} ={~ (1.21)
si exprimd ecuatia elementului finit raportatd la sistemul global de axe.
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in form& explicitd matricea de rigiditate a elementului finit studiat
in acest paragraf, raportatd la sistemul global de axe va avea
urmdatoarea forma [22]:

él Ou
=4 ‘?m oUI E><Ae1 - 1 ¢l 0 0d_
s 1 0 1
O mg
€
. ) . (1.22)
e | bm -1 -Dbmu
_BAgbm m® -bm -m°y;
L <§- P -bm B bmU
& 2 > U
gbm -m bm m g

O altd modalitate de asamblare a matricelor elementelor finite
este asamblarea dupd elemente, procedeu care este cel mai des
utilizat Tn analiza cu elemente finite, datoritd usurintei mari cu care se
pot realiza subrutinele de asamblare. Acest procedeu are doud etape
succesive:

a.) Expandarea, prin intermediul cdreia modelul matriceal al
elementului se raporteaza la sistemul global. Coeficientii matriceali nu
suferd In acest caz modificari ci doar isi schimbd pozifia prin trecerea de
la sistemul local la cel global;

b.) Asamblarea propriu-zisd, care constd in suprapunerea
modelelor expandate ale elementelor, astfel incat coeficientii
matriceali din doud elemente vecine s& se insumeze la nodurile
comune.

iIn cazul in care derivarea modelului elemental se face
variational, se foloseste de reguld asamblarea dupd noduri. In acest
caz asamblarea se face in noduri sau la interferentele care sunt
comune elementelor vecine. in aceste noduri continuitatea este
stabilitd in raport cu variabilele de stare si posibil in raport cu derivatele
sale.

1.5.5 Impunerea conditiilor pe contur

In urma asambldrii elementelor finite, rezultd un sistem de ecuatii
algebrice liniare de forma:

K{d} ={A} (1.23)

Impunerea conditilor pe contur se face in functie de tipul
conditilor la limitd geometrice de tip Cauchy si conditii libere sau
naturale de tip Neumann (derivata variabilei de camp). Prin urmare, vor
fi stabilite:
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- gradele de libertate globale primare specificate; deplasari -

valoarea la nodul final al elementului ,,i” este aceeasi cu valoarea
deplasarii primului nod al elementului ,,i+1”;
- gradele de libertate secundare - echilibrul variabilelor

secundare in nodurile de legdturd. in nodurile de legdturd, gradele de
libertate au valoarea zero cand nu existd sursa exterioard si valoarea Fi
daca sursa exterioard are aceastd valoare.

Ca urmare a introducerii conditiilor de contur, sistemul de ecuatii
1.23 va fi redus sau condensat la forma finald. Condifile la limitd sunt
adesea prescrise prin valori egale cu zero sau constante (cum ar fi
fixarea nodurilor unei structuri) sau ca o functie de un vector (suporti
elastici la care fortele sunt proporfionale cu deplasarea, in cazul
problemelor de mecanica si vibratii). Impunerea conditilor pe contur se
face de reguld prin trei metode. Dupd introducerea conditilor de
contur, sistemul de ecuatii 1.23 se reduce la urmdtoarea forma:

[ ]{d }={R} (1.24)

care poartd numele de sistem de ecuatii redus.

1.5.6 Metode de rezolvare a sistemului de ecuatii
redus

Metodele de rezolvare a sistemului de ecuatii redus, pot fi
grupate in doud mari categorii: metode directe si metode iterative.

Metodele directe utilizeazd un numar finit de operatii elementare
(adunare, inmultire, extragerea raddacinii patrate) asupra matricelor
[Kr] S {dr} pentru a obftine solutia sistemului de ecuatii 1.24. Principalele

metode de rezolvare din cadrul acestei categorii sunt:
- regulalui Cramer, care este insQ greoaie pe masurd ce creste
marimea determinantului matricei [Kr] ;

- metoda lui Gauss (metoda elimindrii), care constd in
eliminarea necunoscutelor. O variantd a acestei metode este
metoda Gauss-Jordan, care constd in diagonalizarea
sistemului;

- metoda Choletsky (metoda raddcinii patrate), care este un
procedeu ce permite eliminarea necunoscutelor, find o
metodd ce se preteazd la rezolvarea cu ajutorul
calculatorului;

- metoda celor mai mici patrate.

Metodele iterative considerd o valoare inifiald a solutiilor si cu ajutorul
unui algoritm se genereazd o succesiune de soluti aproximative, care in
mod normal, trebuie sG conveargd catre solutia exactd. Aceste metode
utilizeazd matricele nemodificate ale sistemului 1.24 in fiecare iteratie, motiv
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pentru care cantitatea de memorie necesard este mult mai mica decéat
memoria cerutd sa stocheze vectorul procesului de iterafie. Astfel, daca
memoria calculatorului este suficientd, cateva portiuni din  matricea
originald pot fi pdstrate in memoria calculatorului. In ultima perioadd
metodele iterative au devenit mult mai populare datoritd faptului ca
problemele studiate sunt din ce in ce mai complexe si necesitd un spatfiu
mare de memorie. Viteza de convergentd a metodelor iterative depinde
de tipul problemei ce trebuie rezolvatd precum si de valorile numerice reale.
Preconditiondrile sunt utilizate pentru a reduce numarul iteratfilor astfel incat
metoda sa conveargd la solufia reald. Principalele metode din cadrul
acestei grupe sunt: metoda Jacobi, metoda Gauss-Seidel, metoda relaxdrii
si metoda gradientului conjugat.

Rezultatele analizei cu elemente finite constau din valorile
numerice care rezultd din rezolvarea ecuatilor de forma 1.24. in cazul
analizelor structurale, aceste rezultate sunt: deplasdrile nodurilor si
reactiunile din dreptul reazemelor. Alte rezultate, cum ar fi; forte,
tensiuni si deformatfii sunt marimi derivate obtinute din deplasari.

1.5.7 Interpretarea rezultatelor

O etapd foarte importantd in analiza cu elemente finite o
constituie interpretarea rezultatelor obtinute, deoarece pe parcursul
rezolvarii problemei sau dupd obftinerea rezultatelor, se nasc cateva
intrebdri, cum ar fi: Cat de bune sunt rezultatele obfinute?, Ce se poate
face cu aceste rezultate? etc.

Raspunsul la aceste intrebdri finalizeazd analiza problemei sau
cere ca anumite etape prezentate anterior sa fie repetate. De regulQ,
pentru a putea raspunde la intrebdrile anterioare, sunt necesare a se
parcurge doud etape:

1. Validarea modelului. De reguld, aceastd validarea ia foarte
mult timp. Utllizatorul metodei trebuie s& verifice rezultatele
corespunzatoare care sa satisfacd modelul de calcul. Validarea
momentului este afectatd in principal de performanta globald a
modelului pentru fiecare set de conditii de contur analizate. in afard de
cazul in care rezultatele sunt dorite pentru compararea lor cu
rezultatele obtinute prin alte metode (experimentale, analitice etc.)
rezultatele pot fi utilizate intr-o situafie concreta corecta.

2. Interpretarea rezultatelor. Prin interpretarea rezultatelor dupd
validare, acestea aratd modul in care lucreazd structura studiatd. Pe
de altd parte pot fi cerute valorie maxime pentru a fi comparate cu
cele admisibile sau cu valori obfinute in anumite cazuri particulare. De
asemenea este important ca rezultatele sa fie prezentate intr-o forma
care sQ permitd o bund infelegere, farG o cunoastere prealabild a
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modelului. In acest caz rezultatele pentru structurie mecanice pot fi
grupate sub urmatoarele forme:

- reprezentarea formei deplasarilor;

- reprezentarea conturului piesei deformate si nedeformate;

- reprezentarea fortelor simomentelor din dreptul reazemelor;

- reprezentarea tensiunilor si deformatiilor pe contur;

- reprezentarea directiilor tensiunilor principale;

- calculul energiei de deformatie;

- listarea tensiunilor si deformatiilor in ordine crescdtoare sau

descrescatoare etc.

Este important ca parti ale structuri sa fie aratate in forma
graficd iar directiile axelor sistemului de coordonate s& fie clar arGtate si
explicate. Dacd valorile numerice sunt incluse, localizarea nodurilor,
elementelor sau secfiunilor la care se referd trebuie sa fie prezentate
grafic, iar conventile de semne sa fie clar explicate. Pentru elementele
finite de tip beam si shell este necesard conventia de semne pentru
forte si momente, iar in anumite cazuri ele sunt convertite in tensiuni, caz
in care conventile pentru localizarea suprafetelor si fibrelor este
necesaraq.
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1.5.8 Exemplu de calcul numeric aproximativ pentru o
grinda de sectiune variabila solicitata axial

in paragraful de fatd se vor determina (urmand etapele
prezentate in capitolul de fatd) tensiunile si eforturie dintr-o bard
verticald incastratd la un capat si liberd la celdlalt, solicitatd pe directie
axiala de catre o sarcind concentrat aplicata P (fig. 1.18, a). Structura
va fi impartitd in 4 elemente finite (fig. 1.18, b). cu noduri articulate,
fiecare nod avand un grad de libertate (deplasare pe directia
solicitarii), in total structura avand 5 noduri (fig. 1.18, c).

[N

____,._
s
%
™
=

*P L=

.
Ih; a T

d
Fig. 1.18 Bara verticala incastrata la un capat si libera la celdlat solicitata la tractiune
1. Definirea caracteristicilor geometrice, si de material a structurii.
L= 260[mm] - lungimea structurii studiate,
D, = 60[mm] - diametrul maxim al structurii;
D, = 20[mm] - diametrul minim al structurii;
L=L=L=L,= 65[mm] - lungimea unui element finit;
E =210%0° [M Pa] - modulul de elasticitate al materialului structurii;
P =100+40° [N] - sarcina concentrat aplicata care solicita structura;

Al=2375,83[mm2J - aria medie a secfiunii transversale a
elementului 1;

A2=1590,43[mmzj - aria medie a secfiunii transversale a
elementului 2;

A3=962,11[mm2J - aria medie a sectiunii transversale a

elementului 3;
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A4=490,87[mm2J - aria medie a sectiunii transversale a
elementului 4.

2. Calculul matricelor de rigiditate elementale si atribuirea unui
,hume” fiecarui termen din matricele de rigiditate elementale, in
vederea generdrii matricei de rigiditate globale a structurii:

oA @l -1o_276740° - 76740°0_ a8y @)
L &1 15 & 76740 7670 5 % ang
_By el -16_2051440° - 514><1060 _abu bio

K, = 3

L, &1 1y é 51440° 51440° 5 &5 byy
=B @l 15 231240° - 31240°0_a81; C120
T OBl 15 § 31240 31240° p S g
. BA @l -16_215940° - 159><1060 _aghy 0120
4 —

L, &1 15 é 15940° 15940° 5 &by Orop

3. Calculul matricei de rigiditate globale a structurii si obfinerea
matricei de rigiditate reduse, prin eliminarea linilor si coloanelor

corespunzatoare deplascrilor nodale impiedecate (in cazul de fata
deplasarea nodului 1):

a8y apthy 0 0 09
G1 8ptby by 0 0 -
Kg = 9 0 by, b,, +Cyq Cio 0 : matricea de rigiditate
(; 0 0 Coy  Cptdy dzzf
§0 0 0 dyy  Oyop
globald a structurii.
By thy by 0 09
b by, +C 0 -
Ky :g 21 22%Can G ., maticea de rigiditate
0 Coy  Cpptdy d22%
g 0 0 dyy  Oypg

redusa a structurii.
4. Rezolvarea ecuatiei structurale si aflarea deplasarilor nodale:
—e 1
{d}=lk]{R}.
iOU

tot

unde: {R}= este vectorul redus al incarcarilor de pe structurd.

101
'y
i0

Tb
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In urma rezolvdrii acestei ecuatii structurale, se obtin deplasdrile
(fn mm) a nodurilor structurii:
iU, 10,1300
fusb To0324
cu : 0,0647%-/ :
}uS'b f0,1277b
precizat anterior, impiedecatd, deci u, =0.
5. Calculul tensiunilor si eforturilor ce apar in elementele finite ale
structurii, presupunand cd materialul respectd legea lui Hooke:

s, =LE>(u2 - uy)=42091 [MP4;
1

s, =I_E>(u3 - u,)=6288 [MPq;
2

deplasarea nodului 1 find, asa cum s-a

S, =I_E>(u4 - U3)=103938 [MP4;s, =LE>(u5- u,) =20372 [MP4.
3 4
Eforturiie din fiecare element finit se calculeazd cu relafia de

forma:
N, =A’s;,unde:i=1...4

si au valoarea:
N, =N, =N; =N, =100X.0°[N]
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